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Introduzione  La pressione idrodinamica che si genera sul paramento di monte di strutture strategiche come le dighe in seguito ad un evento sismico è un problema ampiamente trattato e discusso nel corso del XX secolo da molti autori. Risulta infatti intuibile come, in fase di scuotimento sismico, la presenza dell'invaso possa generare sovrappressioni che si sommano a quelle sempre presenti di tipo idrostatico. Tali sovrappressioni, se di notevole entità, potrebbero pregiudicare la sicurezza, determinando lo scorrimento o un rilascio incontrollato di acqua in seguito al collasso di una parte della struttura. La conseguenza potrebbe essere in alcuni casi catastrofica in termini economici e di vite umane. A valle di queste considerazioni, sulle quali tutti gli autori, così come le principali normative internazionali e linee guida al riguardo, sembrano essere in accordo, nasce il problema relativo alla valutazione numerica di tali pressioni. A tale proposito, molti autori, ponendo alla base delle loro teorie ipotesi semplificative, hanno proposto differenti tecniche per il calcolo delle pressioni idrodinamiche.  In questa tesi il problema del calcolo delle pressioni idrodinamiche è stato affrontato indagando in primo luogo, al Capitolo 1, le equazioni che governano il moto dei fluidi, al fine di investigare su quale sia la migliore trattazione teorica per affrontare la questione.  Si è proseguito, al Capitolo 2, con una raccolta delle indicazioni in materia di analisi sismica delle dighe provenienti dalla principali normative e linee guida attualmente esistenti a livello internazionale. Notata la chiara ricorrenza nelle indicazioni progettuali e nelle prescrizioni normative di riferimenti a poche teorie analitiche, si è approfondito il loro studio dettagliato al Capitolo 3. Poiché le teorie analitiche studiano in gran parte il fenomeno dello sviluppo delle pressioni idrodinamiche attraverso l’acustica, si è passati al Capitolo 4 all’applicazione tramite modellazione numerica dell’analisi in campo acustico del fenomeno con l’ausilio di un software di calcolo commerciale. Si sono quindi scelti due casi studio reali ai quali applicare la simulazione analitica, modellando sia il corpo diga, che il bacino per considerare l’interazione tra di essi. Tramite analisi time-history su questi modelli si è cercato di indagare l’affidabilità delle formule derivanti dalle teorie analitiche classiche a confronto a fronte dei risultati numerici da modelli con interazione e si sono ricavati interessanti risultati.   Introduzione                                                              xix 
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Capitolo 1.  Le equazioni fondamentali della fluidodinamica  Il problema dell’interazione tra il bacino ed il corpo diga coinvolge fenomeni di natura fluidodinamica, come la trasmissione della quantità di moto tra particelle fluide. È quindi necessario partire con una panoramica sulle relazioni e le leggi che governano il moto dei fluidi, nonché sulle loro principali caratteristiche e proprietà. Si tratta quindi di dimostrare come si esprimono il bilancio di massa o equazione di continuità e la conservazione della quantità di moto per un fluido e come da queste si possano ricavare le equazioni di Navier-Stokes, le quali costituiscono le più generiche relazioni in grado di descrivere il moto di un fluido. Da queste si passerà alla formulazione dell’equazione dell’onda o di 
D’Alembert, che regola invece i fenomeni di trasmissione delle onde acustiche e costituisce una formulazione particolare delle equazioni di Navier-Stokes, relativa al caso di fluidi non viscosi che subiscono perturbazioni infinitesime del loro stato di quiete. Si può inoltre dimostrare come da una formulazione più generica discenda direttamente l’altra, in modo analitico e senza approssimazioni, attraverso l’analogia di Lighthill, per finire specificando come si descrive il moto di un fluido ideale.  
1.1 Le proprietà dei fluidi Le proprietà di un fluido, in generale, e di un liquido, in particolare, permettono di descriverne in termini macroscopici il comportamento dinamico ed in termini microscopici la sua struttura molecolare. Esse dipenderanno non solo dalla massa e della dimensioni delle molecole che compongono il fluido, ma anche dai legami tra di esse. Nella meccanica dei continui si vanno a considerare solo le proprietà 
macroscopiche dei fluidi, trascurando ciò che accade a livello molecolare nel fluido, anche se la stessa interazione molecolare può essere talvolta utilizzata per chiarire cosa accada a livello macroscopico. Si parlerà di: 
− proprietà fisico-meccaniche (densità ρ, peso specifico γ); 
− proprietà termodinamiche (entalpia specifica interna, entalpia, calore 
specifico); 
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− ausiliarie o di trasporto (comprimibilità ε, viscosità μ, tensione 
superficiale σ, tensione di vapore ρv). Si tratta di proprietà interdipendenti e che variano tutte con la temperatura e la pressione.  Tali proprietà, misurate con vari strumenti, vengono espresse in vari sistemi di 
riferimento: 
− l’M.K.S., che è stato adottato come Sistema Internazionale (S.I.), nel quale le lunghezze sono espresse in metri, le masse in chilogrammi, i tempi in 
secondi e le forze con la grandezza derivata  Newton; 
− il c.g.s., utilizzato molto dai fisici, che esprime le lunghezze in centimetri, 
le masse in grammi ed il tempo in secondi; in questo sistema le forze sono espresse in dina, che stanno in rapporto ai newton come segue: 1 dina = 10-5 N 
− il sistema pratico degli ingegneri, nel quale la massa viene sostituita 
dalla forza, espressa in chilogrammi; la massa diviene quindi una 
grandezza derivata (m = F/g) di dimensione [(kg/m)∙s2], detta anche unità pratica di massa (u.p.m.).  In Idraulica il fluido più comunemente investigato è l’acqua, le cui vantaggiose proprietà sono molteplici: 
− l’acqua è l’unica sostanza è presente in natura contemporaneamente nei tre stati (fase solida, liquida e gassosa) a temperatura e pressione 
ambiente (condizioni standard); 
− è l’unico composto che nella fase solida è più leggero che in quella 
liquida; 
− escluso l’idrogeno, è il liquido col maggior calore specifico; 
− ha un valore massimo del peso specifico w a 4°C; 
− escluso il mercurio, è il liquido con la maggiore conduttività termica; 
− è debolmente ionizzata, fatto che la rende un solvente universale, in 
grado di sciogliere qualsiasi sostanza entro certe percentuali; 
− possiede un’elevata tensione superficiale; 
− può portare in soluzione anche modeste quantità di gas.  Passiamo adesso all’analisi delle più importanti proprietà macroscopiche dei fluidi.  
1.1.1 Densità e peso specifico La densità ρ è definita come il rapporto tra la massa ed il volume, ovvero è la massa per unità di volume di una sostanza. Formalmente la si esprime come 
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ρ = lim
∆V→0
∆m
∆V   
con ∆V volume che diventa infinitesimo, ma sempre grande rispetto alla distanza media tra le molecole. Tale definizione generica si applica a tutti quei fluidi in cui la densità varia da punto a punto (per effetto di impurità sospese, differente salinità o temperatura), chiamati quindi eterogenei. Se invece il liquido ha densità costante, allora viene definito omogeneo e si ha  
ρ = mV  , se ρ = cost  La densità dell’acqua vale: 
− nel S.I., vale 1000 kg/m3 (1030 kg/m3 per l’acqua di mare, con un aumento del 4% dovuto ai Sali disciolti); 
− nel sistema c.g.s. vale 1 g/cm3; 
− nel sistema pratico degli ingegneri è una grande derivata dal peso specifico γ:  
ρ = γg = 102 kg ∙ s2m4 = 102 u. p. m.m3   La densità, proprietà posseduta da tutti i fluidi, risulta molto importante nello studio del loro comportamento, ad esempio nella definizione delle pressione dinamica esercitata dal fluido su un corpo investito da una corrente, pari a p = 
ρ∙V2, con V la velocità del fluido.  Il peso specifico γ rappresenta invece il peso per unità di volume, cioè il rapporto tra peso e volume di un corpo, solido o fluido che sia. Si definisce quindi come  
γ = GV = m ∙ gV = ρ ∙ g   [ Nm3]  
1.1.2 Viscosità  È una proprietà tipica dei fluidi, nei quali una elevata mobilità molecolare produce delle deformazioni continue sotto l’azione di sollecitazioni di taglio, anche di intensità limitata. Rimuovendo tale azione, la deformazione cessa, ma il fluido non riacquista la configurazione iniziale, come accade invece nei solidi. Infatti, per effetto degli sforzi di taglio, gli strati continui di fluido sovrapposti si mettono in movimento gli uni rispetto agli altri: la viscosità misura quindi la 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  resistenza di un fluido agli sforzi di taglio e ai conseguenti movimenti relativi degli strati contigui. Si immagini un moto in cui gli strati contigui di fluido si muovono tutti nella stessa direzione, con velocità variabile con gradualità (ipotizzando il mezzo come continuo, ci si può permettere di utilizzare una legge continua per la variazione della velocità): ogni strato fluido si muove relativamente all’altro ed una particella ABCD nel campo di velocità si deforma in ABC’D’ per effetto del gradiente di velocità ovvero della variazione della velocità rispetto alla coordinata trasversale y della corrente (sul lato AB la velocità è u, mentre su CD è u+δu). Poiché lo strato superiore tende a trascinare quello inferiore, più lento, si generano sforzi tangenziali τ, il cui lavoro si dissipa sotto forma di calore; si avrà invece moto relativo tra due strati contigui se viene sviluppato un lavoro che supera la resistenza allo scorrimento sviluppata dalla viscosità: si parlerà quindi di attrito fluido come dell’energia spesa in calore per superare le forze viscose. Nell’intervallo δt l’elemento fluido si deforma, come abbiamo già detto, da ABCD ad ABC’D’:  DD′ = CC′ = δu ∙ δt = tan(δα) ∙ δy ≅ δα ∙ δy , se α è piccolo  →   →   δα ∙ δy = δu ∙ δt  →   δα
δt = δuδy  Poiché δα aumenta in modo indefinito nel tempo, non è possibile definire per i fluidi, come per i solidi, una relazione tra la tensione τ e la deformazione δα (vedi 
τ = G∙α, con G modulo di elasticità tangenziale). Infatti per i fluidi la tensione 
tangenziale τ risulta essere proporzionale alla velocità di deformazione δα δt�  e, 
passando al limite nel caso di deformazioni infinitesime, si può dire che τ è 
proporzionale al gradiente dello spostamento u, 
∂u�⃗
∂y
. 
Se ne ricava quindi la definizione di fluido newtoniano: 
 
𝛕𝛕�⃗ = 𝛍𝛍 ∙ 𝛛𝛛𝐮𝐮�⃗
𝛛𝛛𝛛𝛛
     𝐋𝐋𝐋𝐋𝐋𝐋𝐋𝐋𝐋𝐋 𝐃𝐃𝐃𝐃 𝐍𝐍𝐋𝐋𝐍𝐍𝐍𝐍𝐍𝐍𝐍𝐍          (1.1) in cui: 
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− ∂u�⃗
∂y
 = gradiente dello spostamento u, con u diretto lungo la direzione di azione di τ�⃗ , e y direzione ortogonale a quella d’azione di τ�⃗ , cioè 
ortogonale alla direzione del moto; 
− μ = coefficiente di proporzionalità tra τ�⃗  e ∂u�⃗
∂y
 = coefficiente di viscosità 
dinamico o, più semplicemente, viscosità dinamica.  Se ne deduce che la viscosità è la sola causa della presenza delle azioni tangenziali in fluido, altrimenti assenti in mancanza di un gradiente di velocità.  Il fenomeno fisico che causa la viscosità è riconducibile alla forza di attrazione e di coesione delle molecole, dovuta alla vicinanza tra le singole molecole di 
fluido; con l’aumentare della temperatura diminuiscono coesione tra le molecole e viscosità, mentre le variazioni di pressione generano effetti trascurabili. La relazione sperimentale di Newton risulta però valida purché il fluido si muova di moto “sufficientemente lento”, ovvero un moto di tipo laminare.  Dalla legge di Newton (1.1) possiamo ricavare le dimensioni della viscosità, che risulta essere una forza per unità di superficie per un tempo:  
µ →  [F] ∙ [L]−2 ∙ [T] che si misura in: 
− nel S.I. [�N m2� � ∙ s]; 
− nel sistema c.g.s. in [�dine cm2� � ∙ s], unità di misura che prende il nome di poise (in onore del fisiologo francese Poiseuille, che scoprì le leggi di 
resistenza nei vasi sanguigni); poiché il poise è un’unità troppo grande per i fluidi ordinari, viene in genere utilizzato il centipoise (1 c.p. = 10-2 
poise); 
− nel sistema pratico in [�kg cm2� � ∙ s].  I fattori di conversione tra i tre sistemi sono i seguenti:  1 c. p. =  10−3  N ∙ sm2 = 1,02 ∙ 10−4  kg ∙ sm2   L’acqua, alla temperatura di 20 °C, ha una viscosità pari a 10−4  kg∙s
m2
 ≅ 1 c. p.  Si definisce poi viscosità cinematica il rapporto tra la viscosità dinamica di un fluido e la corrispondente densità: 
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𝛎𝛎 = 𝛍𝛍
𝛒𝛒
          (1.2)  così chiamata perché ha le dimensioni di una grandezza cinematica ([L]2∙[T]-1), espresse quindi in: 
− [m2 s� ] nel S.I. e nel sistema pratico degli ingegneri; 
− [cm2 s� ] nel sistema c.g.s., detta anche stoke, nonostante sia più comunemente utilizzato il suo sottomultiplo centistoke (1 cSt = 10-2 St).  Per l’acqua a 20 °C la viscosità cinematica vale 10-6 m2 s� ≅ 1 cSt. La viscosità è una proprietà importante soprattutto perché compare, assieme ad una dimensione caratteristica del sistema L e alla velocità del fluido, nella definizione del numero di Reynolds, il rapporto adimensionale tra le forze d’inerzia e le forze viscose presenti nel fluido stesso:  Re = ρ ∙ L ∙ Uµ = L ∙ Uν   Un effetto associato alla viscosità è la cosiddetta no-slip condition o condizione di assenza di slittamento in prossimità delle pareti solide di contenimento della corrente fluida: lo strato fluido a contatto con esse assume una velocità relativa nulla rispetto alle pareti stesse, indipendentemente dalla tipologia di parete e dalla natura del fluido.  
1.1.3 Comprimibilità Si tratta della capacità di un fluido di cambiare volume, e quindi densità, al variare della pressione agente. È descritta dal modulo di comprimibilità 
cubica ε (in inglese bulk modulus), pari al rapporto tra l’incremento di pressione e la variazione di volume per unità di volume ad esso conseguente:  
ε = − dpdV V�    [F] ∙ [L]−2          (1.3)     che ha le dimensioni di una pressione, ovvero: 
− nel S.I. N/m2; 
− nel sistema c.g.s. dine/cm2; 
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− nel sistema tecnico kg/cm2, detta anche atmosfera tecnica.  Poiché durante una compressione (intesa come aumento di pressione) la massa deve rimanere costante, se si va a differenziare l’espressione della massa in funzione della densità, m = ρ∙V, si ottiene:  dm = ρ ∙ dV + dρ ∙ V = 0  →   dV V� = −dρ ρ�           (1.4) Se mettiamo a confronto i valori del modulo di comprimibilità di acqua ed aria, ad esempio   
εacqua = 2,06 ∙ 108 kg m2�    e   εaria = 1,43 ∙ 104 kg m2�  si può osservare che l’acqua è circa 14000 volte meno comprimibile dell’aria, fatto che implica una trascurabile variazione di densità nell’acqua, come nella maggior parte dei fluidi.  In Idraulica si semplificano spesso i parametri del problema assumendo il liquido come incomprimibile, ovvero con  𝛆𝛆 → ∞ e ρ = cost.  In presenza di variazioni di pressione consistenti o repentine (vedi fenomeno del colpo d’ariete) è invece necessario andare a considerare la comprimibilità del liquido. In condizioni isoterme si ricava:  
ε = ρ dpdρ   →   dpρ = 1ε dp →   � dρρ =10 � 1ε dp10   da cui                                ln �ρ1
ρ0
� = 1
ε
(p1 − p0)   oppure   ρ1 = ρ0 ∙ eρ1−ρ0ε   che costituisce una vera equazione di stato. Sviluppando in serie la relazione esponenziale si ottiene una forma più semplice dell’equazione di stato, che rappresenta la legge di variazione della densità con la pressione:  
ρ1
ρ0
= 1 + 1
ε
∙ (p1 − p0)   →   ρ1 = ρ0 ∙ �1 + 1ε ∙ (p1 − p0)�  e in un liquido incomprimibile  ε → ∞, quindi 1 ε� → 0, da cui si ricava  
ρ1 = ρ0 →  ρ = cost. 
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𝐚𝐚 = 𝐜𝐜 = �𝛆𝛆
𝛒𝛒
      � [F][L]−2[F][L]−4[T]2�1 2� = [L]/[T]           (1.5)  come VELOCITÀ DELL’ONDA D’URTO o DEL SUONO, che vale: 
− per l’acqua: εacqua = 2,06 ∙ 108 kg m2�    e   ρ = 102 kg ∙ s2 m4�    →    c ≅1430 m s⁄ ; 
− per l’aria: εaria = 1,43 ∙ 104 kg m2�    e   ρ = 0,135 kg ∙ s2 m4�    →    c =325 m s⁄ . Possiamo notare anche che, dalla definizione di modulo di comprimibilità, è possibile estrapolare le seguenti uguaglianze: dρ
ρ
= dp
ε
= dp
ρ ∙ c2  Considerando la diminuzione di pressione dp in una condotta, data dalla relazione di Darcy-Weisbach in termini differenziali: 
dp = ρ ∙ λD ∙ U22 dL →   dpε = ρε ∙ λD ∙ U22 dL  →  dρρ = λ2D ∙ U2c2 dL     ne risulta che la variazione di densità è funzione del numero di Mach, rapporto adimensionale tra le forze d’inerzia e le forze elastiche, pari a 
M = Uc   
1.1.4 Alcune considerazioni generali Tra le altre proprietà macroscopiche dei fluidi troviamo la tensione 
superficiale, responsabile della formazione  delle bolle, e la capillarità, responsabile invece della formazione dei menischi, cioè della risalita o meno di 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  un fluido lungo le pareti del proprio contenitore. Entrambe sono proprietà che nella tecnica sono meno interessanti. Prima di passare oltre, puntualizziamo alcuni altri aspetti sul comportamento dei fluidi. Se consideriamo un corpo qualsiasi, come può essere un profilo alare, investito da un fluido che scorre a velocità costante (oppure, per la relatività galileiana, un corpo che si muove a velocità costante in un fluido in quiete), possiamo distinguere diverse zone, tutte caratterizzate da un diverso comportamento. Si ha una regione molto ampia nella quale i gradienti di velocità sono tutti nulli e, di rimando, per la relazione di Newton, anche le tensioni tangenziali sono nulle. Qui il fluido si comporta come se fosse perfetto, anche se nella realtà non lo è, la viscosità non si evidenzia e l’unica proprietà macroscopica che si manifesta è la densità. Vicino al corpo solido, invece, il fluido aderisce alla superficie per la condizione di impenetrabilità della superficie (che significa componente della velocità nulla in direzione normale alla parete), unita alla già citata no-slip condition e pertanto esso assumerà lo stato cinematico della superficie stessa, risultando fermo rispetto ad essa. Tra queste due zone distinte ne esiste una, di piccolo spessore, detta strato 
limite (in inglese buondary layer), nella quale si manifesta un elevato gradiente della velocità in direzione normale alla parete perché la velocità stessa deve passare dal valore nullo sulla parete al valore della velocità imperturbata del fluido in un breve tratto di spazio.  
 
Figura 1.1 - Rappresentazione dello strato limite 
1.2 La cinematica del moto dei fluidi Per analizzare il processo di moto delle particelle liquide e poter descrivere il campo fluido entro cui si muovono è possibile seguire due metodi di indagine differenti: uno consiste nel pensare alla generica particella liquida, descrivendone il moto secondo la cinematica classica del punto materiale, mentre l’altro focalizza l’attenzione sul campo vettoriale delle velocità che può 
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1.2.1 Il metodo di Lagrange o sostanziale Il metodo di Lagrange consiste nel concentrarsi sulla posizione occupata nel tempo dalla generica particella fluida, analogamente a quanto viene compiuto nella meccanica dei solidi nello studio del moto di un punto materiale. È come se un osservatore, posizionato nel punto di origine del moto, focalizzasse la propria attenzione su di una singola particella fluida e ne misurasse, attraverso l’unico strumento a sua disposizione, le distanze percorse a vari istanti di tempo.  Nota la posizione iniziale del punto all’istante t=0, descritta dalle coordinate (x0, y0, z0), la generica posizione della particella al tempo t è espressa:  
− in forma scalare: 
�
x = x(x0, y0, z0, t)y = y(x0, y0, z0, t)z = z(x0, y0, z0, t)  
− in forma vettoriale: r⃗ = f( r0����⃗ , t)  con il vettore posizione r⃗ che è funzione della particella osservata (e della sua posizione iniziale r0���⃗ ) e del tempo t.  Dalla legge del moto si possono poi ricavare le espressioni delle altre grandezze cinematiche attraverso una operazione di derivazione totale rispetto al tempo. Derivando una prima volta si ottengono le componenti della velocità:  
⎩
⎪
⎨
⎪
⎧ u = dxdt = ∂x∂tv = dydt = ∂y∂tw = dwdt = ∂z∂t
 
 Si noti che, considerando x0, y0 e z0 come delle costanti, l’operazione di derivazione della legge del moto rispetto al tempo coincide con la definizione di derivata parziale. Analogamente si ricavano le componenti dell’accelerazione: 
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⎩
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧ax = d2xdt2 = ∂2x∂t2ay = d2ydt2 = ∂2y∂t2az = d2zdt2 = ∂2z∂t2
 
 Seguendo il moto della singola particella nel tempo, il metodo di Lagrange consente di individuare una famiglia di curve dette traiettorie o pathlines, corrispondenti al luogo delle successive posizioni occupate dalla stessa particella al variare del tempo. La loro espressione è la seguente:  
�
dx = u ∙ dtdy = v ∙ dtdz = w ∙ dt  L’applicazione del metodo di Lagrange risulta però rara in fluidodinamica, visto 
l’elevato numero di particelle in gioco; inoltre si dovrebbe tener conto che, ruotando e traslando, le particelle fluide possono anche subire delle deformazioni lineari ed angolari. In caso di moto turbolento (che si manifesta per valori del numero di Reynolds Re > 4000-5000) le fluttuazioni irregolari e casuali del moto delle particelle rendono impossibile integrare le equazioni che descrivono la traiettoria.  
1.2.2 Metodo di Eulero o locale In fluidodinamica risulta più interessante sapere che cosa accade, al variare del tempo, in determinate posizioni all’interno del campo di velocità che descrive il moto del fluido. Il metodo proposto dal matematico svizzero Euler considera appunto solo la velocità, come se un osservatore esterno avesse a disposizione soltanto uno strumento per misurare tale grandezza, anziché le distanze. Esso consiste nel concentrarsi su di un punto fisso dalle coordinate note (x, y, z) (e non più, quindi, sulla singola particella fluida), determinando come variano le caratteristiche cinematiche del moto nel punto stesso. Immaginando poi di avere diversi osservatori, disposti in vari punti del percorso compiuto dal fluido ed ognuno registrante la velocità del fluido come una funzione del tempo, raccogliendo tutti i dati registrati si otterranno delle funzioni del tipo: 
�
u = u(x, y, z, t)v = v(x, y, z, t)w = w(x, y, z, t) 
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streamline, le quali sono tangenti in ogni punto al vettore velocità riferito ad un certo istante di 
tempo; esse costituiscono quindi l’inviluppo dei vettori velocità e non si intersecano mai tra loro perché il vettore velocità è, in ogni punto, unico in direzione e modulo.  Dovendo essere il versore ds����⃗  della linea di corrente parallelo al vettore velocità v�⃗ , le equazioni parametriche della linea di corrente possono essere ricavate per rapporto di similitudine tra i triangoli rappresentati in figura:  dxu = dyv = dwz           (1.6)  equivalenti a calcolare il determinante della seguente matrice, rispetto alla prima riga: 
�
ı̂ ȷ̂ k�dx dy dzu v w�  Il metodo euleriano si dimostra di più facile applicazione nel campo dell’idrodinamica e si presta bene anche all’uso della teoria dei campi. Ha la pecca di perdere l’individualità delle particelle fluide, ma permette di descrivere nel complesso il comportamento di tutte le particelle che passano per un punto fisso.  
Osservazione. Nel caso di moto permanente o stazionario, cioè che non varia al variare del tempo, le linee di corrente coincidono con le traiettorie poiché tutte le particelle fluide non cambiano nel tempo il loro percorso, mantenendo in uno stesso punto in tempi successivi la medesima velocità in modulo e direzione. Se, al contrario, si ha un moto vario o non stazionario, linee di flusso e traiettorie non coincidono perché, in un certo istante, su una linea di corrente possono trovarsi particelle fluide provenienti da differenti traiettorie. 
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𝐚𝐚�⃗ = 𝛛𝛛𝐮𝐮�⃗
𝛛𝛛𝛛𝛛
+ (𝐮𝐮�⃗ ∙ 𝛁𝛁) ∙ 𝐮𝐮�⃗  in cui: 
− a�⃗ = du�⃗
dt
   prende il nome di accelerazione totale o sostanziale o 
materiale e coincide con la formulazione lagrangiana dell’accelerazione; corrisponde alla derivata temporale di v�⃗  relativa ad una particella in 
moto nello spazio; 
− a�⃗ e = ∂u�⃗∂t  è detta accelerazione locale o puntuale e consiste nell’accelerazione secondo la formulazione euleriana. Corrisponde alla derivata temporale del vettore velocità v�⃗  in un punto fisso dello spazio e quindi coincide col contributo di accelerazione relativo alla variazione locale della velocità nella posizione occupata dalla particella all’istante t; 
− a�⃗ c = (u�⃗ ∙ ∇) ∙ u�⃗  1 è l’accelerazione convettiva, il termine di raccordo tra le due formulazioni della velocità, pari al prodotto scalare tra il vettore velocità ed il gradiente della velocità. Essa tiene di conto della presenza del flusso liquido, legato all'ottica lagrangiana, e quindi della variazione di velocità conseguente allo spostamento della generica particella, che nel tempo dt passa dalla posizione (x, y, z) a quella (x + u∙dt, y + v∙dt, z + 
w∙dt). 
1 Si ricorda la regola di derivazione euleriana: u�⃗ ∙ ∇ = �ui + vj + wk� ∙ � ∂
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Osservazione. Se l’accelerazione convettiva è nulla, il moto è uniforme (ovvero le caratteristiche cinematiche del moto sono costanti nello spazio e non variano al variare della posizione). Se è l’accelerazione locale ad essere nulla, il moto è permanente (costante nel tempo). Se entrambe le componenti dell’accelerazione sono nulle, si ha un moto permanente uniforme.  Volendo andare ad isolare la deformazione dalla rotazione della particella fluida, si ottiene la relazione di Gromeko:  a�⃗ = du�⃗dt = ∂u�⃗∂t + ∇�u22 � − u�⃗ × ∇ × u�⃗  con: 
− ∇ �u
2
2
�  termine cinetico di deformazione; se è nullo, non si ha 
deformazione nelle particelle fluide; 
− u�⃗ × ∇ × u�⃗ = u�⃗ × rot u�⃗  2 termine di rotazione; se il moto è considerato come irrotazionale, cioè con particelle che traslano soltanto, senza ruotare, allora rot u�⃗ = 0 ed il termine si annulla.  Introducendo invece un sistema di coordinate intrinseche, si può ottenere una formulazione ancora più semplice dell’accelerazione nell’ottica euleriana. Si immagini una particella liquida che si muove in modo da mantenere la sua velocità sempre tangente ad una linea di corrente o di flusso: si definisca come asse s quello lungo la direzione della tangente alla linea di corrente nel punto A, come asse n quello diretto come la normale alla tangente precedente ed un terzo asse b, detto binormale, che sia ortogonale al piano osculatore contenente gli assi s ed n e di verso uscente (s�, n�  ed b�  sono i rispettivi versori). 
 
2 Il rotore consiste in una delle due applicazioni vettoriali (prodotto vettoriale) dell’operatore 
differenziale vettoriale ∇ (nabla) e corrisponde al vettore delle derivate “incrociate”, che si ottiene risolvendo il determinante della seguente matrice rispetto alla prima riga: 
∇�⃗ × u�⃗ = � ı̂ ȷ̂ k�∂
∂x ∂∂y ∂∂zu v w �                           Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             14 
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∂t + us ∙ ∂u�⃗∂s + un ∙ ∂u�⃗∂n + ub ∙ ∂u�⃗∂b  ma, per la definizione di linea di corrente come inviluppo del vettore velocità, si ha che le componenti del vettore velocità u�⃗  lungo gli assi n e b, rispettivamente un e ub, sono nulle e quindi la relazione precedente si riduce a:  a�⃗ = du�⃗dt = ∂u�⃗∂t + us ∙ ∂∂s u�⃗   con il secondo termine che indica ancora l’accelerazione convettiva a�⃗ c = (u�⃗ ∙ ∇) ∙ u�⃗ , espressa in coordinate intrinseche. Infatti, poiché il moto si svolge sul piano osculatore, sicuramente vb=0 ed anche la sua variazione 
rispetto alla coordinata s risulta nulla; analogamente anche la componente vn della velocità è nulla, ma non la sua variazione rispetto ad s nel caso di moto curvilineo.  Considerando che l’operazione us ∙ ∂∂s è analoga al prodotto scalare u�⃗ ∙ ∇, se si sviluppa il secondo termine della precedente relazione, si ottiene:  a�⃗ = ∂u�⃗
∂t + vs ∙ ∂∂s �us ∙ s� + un ∙ n� + ub ∙ b��= ∂u�⃗
∂t + us ∙ ∂us∂s s� + us ∙ ∂un∂s n� + us ∙ ∂ub∂s b�   con, rispettivamente: 
− us ∙ ∂us∂s s�   componente tangenziale dell’accelerazione convettiva; 
− un ∙ ∂un∂s n�    componente normale dell’accelerazione convettiva; 
− ub ∙ ∂ub∂s b�    componente binormale dell’accelerazione convettiva, che risulta nulla.  Si osserva poi che, nel passare dal punto A al punto A’ lungo δs, la particella fluida subisce una variazione totale di velocità δu avente due componenti:                           Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             15 
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− δus, diretta lungo l’asse s, responsabile dell’accelerazione convettiva tangenziale acs; 
− δun, diretta lungo l’asse n, responsabile dell’accelerazione convettiva normale acn.  Noto il raggio di curvatura R della linea di corrente nel punto A, si può scrivere: 
δs = δα ∙ R  →   δα = δsR   e, per similitudine tra triangoli:  
δα = δunus   →   δsR = δunvs     da cui    δunδs = usR = uR  poiché nel riferimento intrinseco us = u. Sostituendo le relazioni appena trovate nella precedente relazione sull’accelerazione si ricava:  
𝐚𝐚�⃗ = 𝛛𝛛𝐮𝐮�⃗
𝛛𝛛𝛛𝛛
+ 𝛛𝛛�𝐮𝐮𝐬𝐬𝟐𝟐 𝟐𝟐� �
𝛛𝛛𝐬𝐬
𝐬𝐬� + 𝐮𝐮𝐬𝐬𝟐𝟐
𝐑𝐑
𝐧𝐧� = 𝐚𝐚𝐥𝐥 + 𝐚𝐚𝐜𝐜𝐬𝐬 + 𝐚𝐚𝐜𝐜𝐧𝐧  in cui: 
− al   è l’accelerazione locale; 
− acs è la componente tangenziale dell’accelerazione convettiva; 
− acn è la componente normale dell’accelerazione convettiva.  
Osservazione. Si può, grazie alla relazione precedente, fornire una prima classificazione del moto in funzione del valore delle varie componenti di accelerazione eventualmente presenti3: 
3 Si ricorda che, nella classificazione del moto, si parla di: 
− moto permanente o stazionario quando le condizioni della corrente non variano in ogni punto nel tempo, pur potendo differire spazialmente da punto a punto. Ciò implica che le derivate rispetto al tempo delle varie grandezze siano nulle. In caso contrario si parla di moto vario o non stazionario; 
− moto uniforme quando le grandezze cinematiche che descrivono la corrente sono costanti in ogni punto della corrente e quindi la loro derivata in funzione di una coordinata spaziale s risulta nulla. In caso contrario si parla di moto variato o non 
uniforme.                            Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             16 
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− se l’accelerazione convettiva tangenziale è nulla (acs = 0), si ha moto 
curvilineo variato o non uniforme; 
− se l’accelerazione convettiva normale è nulla (acn = 0), si ha moto 
rettilineo variato o non uniforme; 
− se entrambe le componenti di accelerazione convettiva sono nulle (acs = 0, acn = 0), si ha moto rettilineo uniforme; 
− se, al contrario, entrambe tali componenti sono non nulle (acs ≠ 0, acn ≠ 0), si ha allora moto variato curvilineo; 
− se l’accelerazione locale è nulla (al = 0), il moto è permanente o 
stazionario; 
− se, al contrario, l’accelerazione locale è invece nulla (al ≠ 0), si ha moto vario.  Quindi l’accelerazione locale, che caratterizza un moto vario nel tempo, nasce da una variazione locale di velocità, con conseguente variazione del moto di traslazione delle particelle. L’accelerazione convettiva, che caratterizza invece il moto variato nello spazio, nasce da una deformazione lineare ed angolare e da una rotazione delle particelle (vedi anche la formula di Gromeko).  
Osservazione. Quanto precedentemente osservato per l’espressione dell’accelerazione, legando la sua formulazione lagrangiana con quella euleriana, si può applicare anche ad una qualsiasi altra grandezza continua, scalare o vettoriale, che caratterizza la generica particella liquida, come la viscosità, la densità, la temperatura, ecc… È sufficiente, infatti, applicare il seguente operatore matematico:  ddt … = ∂∂t … + u�⃗ ∙ ∇… = ∂∂t … + u ∙ ∂∂x … + v ∙ ∂∂y … + w ∙ ∂∂z …          (1.7)  che permette di calcolare la variazione totale di una qualsiasi proprietà materiale della particella fluida come somma della variazione locale e della variazione convettiva della proprietà stessa. La relazione appena espressa lega quindi la derivata totale o sostanziale o materiale 𝐝𝐝
𝐝𝐝𝛛𝛛
, tipica dell’ottica lagrangiana, alla derivata locale o euleriana, tipica appunto dell’ottica euleriana, che costituisce il termine non stazionario della relazione, ovvero quello che indica la possibile presenza di non stazionarietà nel campo di flusso, come la presenza di una chiara dipendenza dal tempo delle varie quantità in ogni punto. L’operatore 𝐮𝐮�⃗ ∙ 𝛁𝛁, detto termine convettivo, lega le due formulazioni, indica la variazione nel tempo della quantità che vogliamo derivare, variazione dovuta al fatto che la particella è trasportata con una certa velocità u�⃗ , la quale comporta anche una variazione spaziale della stessa grandezza, indicata 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  dall’operatore gradiente. È da notare, dal punto di vista fisico, che la variazione nel tempo della quantità considerata si avrà soltanto in presenza di una componente di velocità non nulla nella direzione del gradiente della stessa quantità (si veda appunto anche la definizione di prodotto scalare4).  
1.3 Il  concetto di continuità secondo Lagrange Si consideri una particella fluida isolata, che al tempo iniziale occupa una certa posizione xoi e al tempo generico la posizione xi. Se il fluido è continuo, la massa di questa generica particella, o il suo volume, deve essere lo stesso nelle due posizioni, facendo l’ipotesi che la densità sia costante. Dal punto di vista matematico ciò corrisponde a porre il determinante jacobiano J pari all’unità:  
�
�
∂x1
∂x01 ∂x2∂x01 ∂x3∂x01
∂x1
∂x02 ∂x2∂x02 ∂x3∂x02
∂x1
∂x03 ∂x2∂x03 ∂x3∂x03�
� = 1 
 Tale condizione esprime appunto la conservazione del volume perché si può dimostrare che J corrisponde proprio alla variazione di volume dV dV0� . Se si pensa infatti di assumere un sistema di riferimento cartesiano (o euleriano) solidale con la particella fluida nella sua posizione iniziale, in cui essa avrà volume dV0, si ha anche che esso potrà subire delle alterazioni nel corso del movimento. In particolare, se il sistema cartesiano scelto è ortogonale, negli istanti successivi del moto esso si trasformerà  in un generico sistema curvilineo ed il volume materiale della particella, pur contenendo la stessa quantità di materia, si modificherà in dV. Ecco allora che il determinante jacobiano J assume il significato di determinante della trasformazione che consente di passare dalle coordinate cartesiane (euleriane) a quelle curvilinee (lagrangiane): quando esso sarà pari all’unità esprimerà quindi l’assenza di variazione di volume e perciò la conservazione della massa. È evidente come non sia proprio facile da maneggiare e gestire, fatto che conferma il motivo dello scarso utilizzo dell’approccio lagrangiano nell’idrodinamica.  
4 ?⃗?𝑎 ∙ 𝑏𝑏�⃗ = �𝑎𝑎𝑥𝑥 ∙ 𝚤𝚤̂ + 𝑎𝑎𝑦𝑦 ∙ 𝚥𝚥̂ + 𝑎𝑎𝑧𝑧 ∙ 𝑘𝑘�� ∙ �𝑏𝑏𝑥𝑥 ∙ 𝚤𝚤̂ + 𝑏𝑏𝑦𝑦 ∙ 𝚥𝚥̂ + 𝑏𝑏𝑧𝑧 ∙ 𝑘𝑘�� = |?⃗?𝑎| ∙ �𝑏𝑏�⃗ � ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐,  con α angolo compreso Il prodotto scalare tra due vettori sarà non nullo solo nel caso in cui entrambi abbiano almeno una componente non nulla nella medesima direzione, cioè se i vettori non sono ortogonali tra loro.                           Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             18 
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1.4 Il teorema del trasporto (o di Reynolds) Il teorema del trasporto (o di Reynolds) è un importante teorema di tipo cinematico che permette di passare da un approccio di tipo continuo ad un approccio basato sul cosiddetto volume di controllo, tipico del metodo euleriano. Si fissi un generico istante t e si isoli un volume materiale V all’interno della 
massa fluida. Indicata con ψ una qualsiasi proprietà intensiva del fluido (ossia una proprietà per unità di volume), si vuole studiare la variazione nel tempo della proprietà estensiva associata Ψ = ∫ψdV. In generale, ψ può rappresentare una quantità scalare (la massa, l’energia specifica per unità di volume, ecc…) come una vettoriale (la quantità di moto per unità di volume ρ∙v�⃗ , ecc…). Considerando la relazione data al paragrafo precedente per il determinante jacobiano ed osservando che la regola di derivazione materiale ad esso applicata porta alla seguente relazione  dJdt = J∇ ∙ u�⃗ = J divu�⃗  5 si avrà ddt� ψdVV = ddt� ψ� dVdV0�dV0V0 = ddt� ψ J dV0V0 = � �J dψdt + ψ dJdt�dV0V0 = = � �dψdt + ψ ∇ ∙ u�⃗ � JdV0V0   da cui, utilizzando nuovamente la definizione di J (J = dV dV0� → dV = J ∙ dV0)  ddt� ψdVV = � �dψdt + ψ ∇ ∙ u�⃗ �dVV           (1.8)  Il significato cinematico di tale teorema emerge immediatamente andando a riscrivere la funzione integranda attraverso l’uso della definizione di derivata materiale: dψdt + ψ ∇ ∙ u�⃗ = ∂ψ∂t + v�⃗ ∙ ∇ψ + ψ ∇ ∙ u�⃗   Utilizzando poi la convenzione secondo cui i termini contenenti indici ripetuti devono essere sommati tra loro, si può scrivere: 
5 La divergenza consiste nell’altra applicazione vettoriale (prodotto scalare) dell’operatore 
differenziale vettoriale ∇ (nabla) e corrisponde a: 
∇ ∙ u�⃗ = ∂u
∂x + ∂v∂y + ∂w∂z                            Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             19 
                                                        
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi   u�⃗ ∙ ∇ψ + ψ ∇ ∙ u�⃗ = vj ∂ψi∂xj + ψi ∂uj∂xj = ∂�ψiuj�∂xj = ∇ ∙ (u�⃗ ⊗ ψ)  con ⊗ che rappresenta il prodotto tensoriale tra due vettori e si riduce all’usuale prodotto ψu�⃗  qualora ψ sia una quantità scalare. Indicata con S la superficie che, ad un dato istante, delimita il volume V, in base al teorema della divergenza6 (o teorema di Gauss o del flusso), si avrà:  
� ∇ ∙ (u�⃗ ⊗ ψ)
V
dV = � ψ (u�⃗ ∙ n�⃗ ) dS
S
  con n�⃗  normale alla superficie S, positiva se orientata verso l’esterno. Di conseguenza la precedente espressione finale del teorema del trasporto può essere riscritta come  
𝐝𝐝
𝐝𝐝𝛛𝛛
� 𝛙𝛙𝐝𝐝𝛙𝛙
𝛙𝛙
= � 𝛛𝛛𝛙𝛙
𝛛𝛛𝛛𝛛
𝐝𝐝𝛙𝛙 + � 𝛙𝛙(𝐮𝐮�⃗ ∙ 𝐧𝐧�⃗ )𝐝𝐝𝐝𝐝
𝐝𝐝𝛙𝛙
          (1.9)     Pertanto la derivata totale (materiale) dell’integrale di ψ esteso al volume mobile V è pari alla somma dell’integrale della derivata locale della quantità ψ esteso al volume fisso (detto volume di controllo), istantaneamente coincidente con V, e del flusso di ψ attraverso la superficie di contorno di tale volume fisso. Un aspetto essenziale di questa formulazione risiede nel fatto che le variazioni di ψ all’interno di V, in assenza di un termine sorgente, dipendono solo dai flussi che attraversano la superficie S e non dai flussi che si generano all’interno di V. Tale proprietà è di notevole importanza per poter ricavare approssimazioni numeriche delle leggi che governano un assegnato campo di moto. È importante osservare, infine, che il volume di controllo è fisso rispetto al sistema di riferimento, il quale però, essendo inerziale, può muoversi seguendo una legge di moto rettilineo uniforme. Se il riferimento non fosse inerziale, sarebbe necessario modificare la precedente relazione inserendo il valore dell’accelerazione a0 dell’origine del sistema di riferimento e quello della sua accelerazione angolare ω. 
6 Per il teorema della divergenza si ha che il flusso di un campo di vettori A attraverso una superficie Σ, costituente il bordo di un insieme U contenuto nel dominio di A, è pari a  F(A,Σ) = F(A, δ+U) = � divA dV = � (A ∙ n�⃗ )d
δ+UU
Σ  con n�⃗  versore normale alla superficie Σ.                           Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             20 
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1.5 La continuità secondo Euler: la conservazione della massa 
1.5.1 Formulazione integrale Si isoli nel campo fluido un arbitrario volume materiale V(t). La massa M del fluido che all’istante t occupa tale volume è pari ad M = ∫ ρdVV , dove ovviamente ρ indica la densità del fluido.  Per il principio di conservazione della massa, la massa M non deve cambiare con il moto di V, cioè la derivata della massa deve essere sempre identicamente nulla: dMdt = 0  Utilizzando il teorema del trasporto (8), in cui si considera come proprietà intensiva del fluido ψ proprio la densità ρ (essendo la densità la massa per unità di volume e quindi una proprietà intensiva), si ottiene:  
� �
dρdt + ρ ∇ ∙ u�⃗ �V dV = 0  Ricorrendo poi alla formulazione alternativa del teorema del trasporto (1.9), in cui viene utilizzato il teorema della divergenza, si ottiene:  
�
∂ρ
∂tV dV = −� ρ(u�⃗ ∙ n�⃗ )dSS   Quest’ultima mostra come, fissato un volume di controllo V, delimitato da una superficie S, la differenza tra il flusso di massa entrante in S ed uscente da S uguaglia la variazione nel tempo della massa contenuta in V. In particolare, per una corrente monodimensionale (caratterizzata da uno sviluppo del moto in una direzione prevalente) si potrà scrivere:  
�
∂ρ
∂tV dV = � ρ(u�⃗ ∙ n�⃗ )dSSout − � ρ(u�⃗ ∙ n�⃗ )dSSin   in cui Sout e Sin indicano le porzioni di superficie S nelle quali la normale (diretta esternamente rispetto a V) è orientata in verso concorde o discorde con il vettore velocità u�⃗ . 
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1.5.2 Formulazione differenziale La forma differenziale euleriana dell’equazione di continuità può essere facilmente dedotta considerando il bilancio di massa relativo ad un prisma elementare o infinitesimo di lati dx1, dx2, dx3 con un vertice coincidente nell’origine degli assi. Chiedendosi come vari la velocità nell’origine, ne possiamo ricavare una espressione approssimata attraverso lo sviluppo in serie di Taylor della funzione u = u(x,t):  u = u + ∂u
∂t dx + 12! ∂2u∂t2 dx2 + 13! ∂3u∂t3 dx3 + ⋯  I termini con differenziali al quadrato, cubo, ecc… costituiscono degli infinitesimi di ordine superiore e possono essere trascurati, andando così a bloccare lo sviluppo al termine lineare del primo ordine. Ciò implica appunto considerare soltanto la variazione lineare della velocità, data dalla tangente alla traiettoria nel punto considerato. Dovendo quindi esprimere il concetto fisico che, in un intervallo infinitesimo dt, la massa del fluido che entra nel cubetto è pari a quella uscente, considerando anche la variazione di massa che sia ha internamente per effetto della comprimibilità del fluido, si ha:  
− massa  entrante dalle tre facce del prisma:     ρuidxidxdt ; 
− massa uscente:     udxidxdt + ρ ∂𝑢𝑢i∂xi dxdxidxdt ; 
− variazione di massa interna:     ∂ρ
∂t
dV = ∂ρ
∂t
dxidxdt . Il bilancio quindi tra massa entrante ed uscente sarà pari a: 
∆M = ρuidxidxdt − �ρuidxidxdt + ρ ∂ui∂xi dxdxidxdt � = −ρ∂ui∂xi dxdxidxdt  ed il bilancio complessivo di massa darà:  
∂ρ
∂t dxidxdt = −ρ∂ui∂xi dxdxidxdt e, dividendo per il termine dxidxdt e portando tutti i termini al membro di sinistra, si ottiene:                           Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             22 
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𝛛𝛛𝛒𝛒
𝛛𝛛𝛛𝛛
+ 𝛒𝛒𝛛𝛛𝐮𝐮𝐢𝐢
𝛛𝛛𝐱𝐱𝐢𝐢
= 𝟎𝟎  riscrivibile anche come  
𝛛𝛛𝛒𝛒
𝛛𝛛𝛛𝛛
+ 𝛒𝛒𝐝𝐝𝐢𝐢𝛒𝛒𝐮𝐮�⃗ = 𝟎𝟎   oppure   𝛛𝛛𝛒𝛒
𝛛𝛛𝛛𝛛
+ 𝛒𝛒(𝛁𝛁 ∙ 𝐮𝐮�⃗ ) = 𝟎𝟎          (1.10)    
 Tale formulazione poteva essere agilmente ricavata dalla precedente formulazione integrale del principio di conservazione della massa 
� �
dρdt + ρ ∇ ∙ u�⃗ �V dV = 0  notando che, per l’arbitrarietà del volume elementare considerato V, l’integrale che compare è nullo soltanto se risulta identicamente nulla la funzione integranda, ovvero:  dρdt + ρ ∇ ∙ u�⃗ = 0   Sfruttando poi la formulazione della derivata materiale (1.7) e le relazioni del teorema del trasporto (1.9), si giunge alla formulazione classica dell’equazione di continuità:  dρdt + (u�⃗ grad ρ + ρ div u�⃗ ) 7 = 0  
𝛛𝛛𝛒𝛒
𝛛𝛛𝛛𝛛
+ 𝛁𝛁(𝛒𝛒 ∙ 𝐮𝐮�⃗ ) = 𝟎𝟎           (1.11)  del tutto analoga alla precedente e detta forma conservativa o divergente dell’equazione di continuità. In forma estesa si scrive:  
𝛛𝛛𝛒𝛒
𝛛𝛛𝛛𝛛
+ 𝛛𝛛(𝛒𝛒𝐮𝐮)
𝛛𝛛𝐱𝐱
+ 𝛛𝛛(𝛒𝛒𝛒𝛒)
𝛛𝛛𝛛𝛛
+ 𝛛𝛛(𝛒𝛒𝛒𝛒)
𝛛𝛛𝛛𝛛
= 𝟎𝟎 
7 Si osserva che la divergenza di uno scalare che moltiplica un vettore vale: 
𝐝𝐝𝐢𝐢𝛒𝛒�𝐚𝐚 ∙ ?⃗?𝐛� = �∂(a ∙ bi)
∂xi
i
= ∂(a ∙ bx)
∂x + ∂�a ∙ by�∂y + ∂(a ∙ bz)∂z = = a ∙ ∂bx
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Osservazione. Nel caso di fluido incomprimibile, cioè con densità costante, si può semplificare l’espressione dell’equazione di continuità:  dρdt = 0 perché ρ = cost →  ρ ∇ ∙ u�⃗ = 0  semplificando ρ, si ottiene:  
𝛁𝛁 ∙ 𝐮𝐮�⃗ = 𝐝𝐝𝐢𝐢𝛒𝛒 𝐮𝐮�⃗ = 𝟎𝟎          (1.12)  che in forma estesa si scrive:  
𝛛𝛛𝐮𝐮
𝛛𝛛𝐱𝐱
+ 𝛛𝛛𝛒𝛒
𝛛𝛛𝛛𝛛
+ 𝛛𝛛𝛛𝛛
𝛛𝛛𝛛𝛛
= 𝟎𝟎  
1.6 La dinamica dei fluidi newtoniani 
1.6.1 I principi della dinamica Già Galileo intuì il primo principio della dinamica utilizzando un metodo che oggi viene definito esperimento ideale, cioè un ragionamento sulle osservazioni effettuate, attraverso il quale enunciò quanto segue: Un corpo mantiene il suo stato di quiete o di moto rettilineo uniforme se non interviene una causa a perturbare tale stato. Inoltre Galileo intuì che, ad esempio, un cavaliere al galoppo con una palla in mano non può imprimerle, lasciandola, la stessa velocità della mano. Tale osservazione forse fu utile a Newton, il quale gettò le basi della dinamica classica enunciando quanto segue: 
1) La quantità di materia (massa) contenuta in un corpo è uguale al prodotto 
della sua densità per la grandezza (volume).  
2) La quantità di moto è misurata dal prodotto della velocità per la quantità 
di materia (massa). Quindi, da quanto appena riportato, si ha che è differente lanciare una palla di piombo o di legno, ovvero che anche la massa ha la sua importanza ed entra in gioco attraverso la grandezza denominata quantità di moto q = m∙v. Proviamo adesso a giustificare il punto 2) attraverso il principio di conservazione dell’energia: il lavoro necessario per variare la velocità di un corpo di massa m da u a u+du vale                            Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             24 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  dL = mudu     [M][L]2[T]-2  ed ha quindi le dimensioni di un’energia. Volendo portare il corpo dalla quiete alla velocità v servirà un lavoro pari a  L = � mudu = 12 mu2u0   quantità denominata anche energia cinetica. Per il principio di conservazione dell’energia si ha che un corpo isolato, non interagente con alcun altro sistema, mantiene costante la propria energia cinetica. Da ciò segue che, poiché la massa del corpo è costante, deve rimanere costante anche la velocità del corpo stesso, non solo in modulo, ma anche in direzione e verso, non esistendo alcuna causa perturbatrice, in accordo con l’enunciato 1). Una volta definito poi il lavoro come forza per spostamento, dalla precedente relazione per dL possiamo derivare il II principio della dinamica:  dL = F ∙ dx = m ∙ u ∙ du = m ∙ dxdt ∙ du da cui: 
𝐅𝐅 = 𝐦𝐦 ∙ 𝐝𝐝𝐮𝐮
𝐝𝐝𝛛𝛛
= 𝐦𝐦 ∙ 𝐚𝐚 
 riscrivibile in forma scalare, considerando le componenti di forza ed accelerazione, che sono grandezze vettoriali: 
Fi = m ∙ duidt = m ∙ ai  Così come appena enunciato, il II principio o seconda legge del moto è comparso per la prima volta nel Philosophiae naturalis principia mathematica, pubblicato nel 1687 da Newton:  
Il mutamento del moto (accelerazione) è proporzionale alla forza motrice 
impressa e segue la retta secondo cui tale forza è stata impressa.  A completamento del quadro, riportiamo anche il III principio o terza legge del moto, formulato sempre da Newton:  
L’azione è sempre uguale alla reazione, cioè le mutue azioni di due corpi sono 
sempre uguali e dirette in senso opposto.                            Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             25 
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1.6.2 Forze di massa e forze superficiali In Idraulica e Idrodinamica, a causa della struttura della materia, non si parla mai di punto di applicazione di una forza né di forze concentrate: un fluido è infatti incapace di assorbire forze concentrate.  Si avranno allora soltanto forze ripartite, che si possono distinguere in:  
− forze interne: nascono per la mutua interazione tra le particelle e 
costituiscono un sistema equilibrato per il principio di azione e reazione; esse non intervengono nelle equazioni della dinamica né in quelle della statica, ma in quelle dell’energia, poiché generano un lavoro non nullo e 
delle perdite di carico; 
− forze esterne: si tratta di forze applicate ai bordi; tramite il metodo delle sezioni possono essere suddivise in forze di massa e in forze di superficie.  Affrontiamo in maniera più approfondita queste ultime due tipologie, ricordando che spesso può tornare untile andare a riferire le forze all’unità di massa, ottenendo delle forze specifiche o unitarie.  
1.6.2.1 Forze di massa Si tratta di forze che si manifestano su di una massa fluida per l’esistenza di un campo esterno e non agiscono per contatto. Sono quindi forze a distanza, 
proporzionali alla massa fluida e che agiscono su di un elemento ∆V in una direzione generalmente comune a tutti gli elementi. In Idraulica si classificano in questa categoria le forze d’inerzia e le forze gravitazionali ed in genere si tratta di forze espresse per unità di massa:  
?⃗?𝐅 = 𝐥𝐥𝐢𝐢𝐦𝐦
∆𝛙𝛙→𝟎𝟎
∆?⃗?𝐅
𝛒𝛒 ∙ ∆𝛙𝛙�    [ 𝐍𝐍𝐤𝐤𝐠𝐠 = 𝐦𝐦𝐬𝐬𝟐𝟐] 
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1.6.2.2 Forze superficiali Si tratta di azioni superficiali trasmesse per contatto alla zona interna di una superficie dal moto esterno. Sono proporzionali alla dimensione della superficie su cui agiscono per contatto diretto e si manifestano su di essa in modo continuo: nascono dall’interazione molecolare tra le particelle di strati differenti a contatto tra loro, non sono correlate alla massa del sistema ed agiscono nella direzione normale se dovute alla pressione, in quella tangenziale se dovute alla viscosità. È opportuno riferirsi ad uno sforzo unitario, cioè ad una forza superficiale per unità di superficie: si prenda un punto 
P dello spazio, una superficie ∆S che lo attraversa (con normale n�  positiva se diretta verso l’esterno) e si chiamino ∆P�⃗  la forza totale agente su ∆S e ∆M���⃗  il momento risultante trasmesso dal fluido circostante a ∆S. Per ∆S → 0, ∆M���⃗ = 0 poiché la distribuzione delle forze si uniforma e la coppia si annulla. Si defisce perciò  
𝚽𝚽 = 𝐥𝐥𝐢𝐢𝐦𝐦
∆𝐝𝐝→𝟎𝟎
∆𝐏𝐏�⃗
∆?⃗?𝐝
�  
come forza di superfice per unità di superficie, in cui ∆S�⃗  è il vettore di 
modulo ∆S e direzione n� .  
Ne risulta che ogni superficie ∆S scelta deve essere individuata da un’area e da 
un vettore normale, rendendo quindi Φ il rapporto tra due vettori, le cui 
                          Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             27 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  
componenti sono le proiezioni della superficie ∆S stessa sui piani coordinati, come evidenziato nella figura seguente:  
∆S =  ABC  
�
∆Sx =  OBA
∆Sy =  OBC
∆Sz =  OAC  Non si deve pensare però che le azioni ∆P�⃗  siano necessariamente dirette soltanto come il versore n� , normale alla superficie ∆S, ma esse potranno avere sia componente normale, che tangenziale alla superficie stessa, cioè una componente lungo ogni asse coordinato, ∆Px,∆Py,∆Pz. 
Se ne ricava che, andando a calcolare Φ secondo la precedente definizione, che si può sostituire al rapporto tra i due vettori quello tra le loro componenti scalari, ottenendo così nove componenti scalari di Φ del tipo  
𝚽𝚽𝐢𝐢𝐢𝐢 = 𝐥𝐥𝐢𝐢𝐦𝐦∆𝐝𝐝𝐢𝐢→𝟎𝟎 ∆𝐏𝐏𝐢𝐢 ∆𝐝𝐝𝐢𝐢�  che, nello specifico, risultano essere:  
− Φxy = lim∆Sx→0 ∆Py ∆Sx�    che indica lo sforzo unitario agente sulla faccia 
avente l’asse x come normale e diretto come l’asse y; 
− Φyx = lim∆Sy→0 ∆Px ∆Sy�  , con significato analogo degli indici; 
− Φxx = lim∆Sx→0 ∆Px ∆Sx�  ; 
− Φzx = lim∆Sz→0 ∆Px ∆Sz�  ; 
− Φxz = lim∆Sx→0 ∆Pz ∆Sx�  ; 
− Φyy = lim∆Sy→0 ∆Py ∆Sy�  ; 
− Φyz = lim∆Sy→0 ∆Pz ∆Sy�  ; 
− Φzy = lim∆Sz→0 ∆Py ∆Sz�  ; 
− Φzz = lim∆Sz→0 ∆Pz ∆Sz�  . 
Dalla figura seguente si possono individuare gli sforzi agenti su ciascuna faccia di un volume prismatico elementare di lati dx, dy, dz. Se ne trae che per definire 
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Φxz Φzy Φzz
�           (1.13)  detto tensore degli sforzi di Cauchy. Le sue componenti sono distinguibili in due tipologie:  
𝚽𝚽𝐢𝐢𝐢𝐢 = � 𝐢𝐢 = 𝐢𝐢 (𝐞𝐞𝐬𝐬.𝚽𝚽𝐱𝐱𝐱𝐱)   𝐜𝐜𝐜𝐜𝐦𝐦𝐜𝐜𝐜𝐜𝐧𝐧𝐞𝐞𝐧𝐧𝛛𝛛𝐞𝐞 𝐧𝐧𝐜𝐜𝐠𝐠𝐦𝐦𝐚𝐚𝐥𝐥𝐞𝐞𝐢𝐢 ≠ 𝐢𝐢 �𝐞𝐞𝐬𝐬.𝚽𝚽𝐱𝐱𝛛𝛛�   𝐜𝐜𝐜𝐜𝐦𝐦𝐜𝐜𝐜𝐜𝐧𝐧𝐞𝐞𝐧𝐧𝛛𝛛𝐞𝐞 𝛛𝛛𝐚𝐚𝐧𝐧𝐠𝐠𝐞𝐞𝐧𝐧𝛛𝛛𝐢𝐢𝐚𝐚𝐥𝐥𝐞𝐞           (14) 
 
 
Figura 1.2 - Componenti del tensore degli sforzi di Cauchy applicate ad un volume infinitesimo Su facce opposte le componenti forza superficiale per unità di superficie, cioè le componenti di sforzo devono avere la stessa direzione (se si tratta di componenti normali, queste saranno di compressione, visto che un fluido non resiste a sforzi di trazione), verso opposto e modulo che differisce per un certo incremento, che non possiamo conoscere, ma che ci ricaviamo bloccando lo sviluppo in serie di Taylor al termine lineare (cioè al primo ordine, trascurando i termini infinitesimi di ordine superiore). Si ottiene perciò che, se sulla faccia AEFD agisce la componente Φxx, sulla faccia opposta OBGC agirà la componente: 
Φxx + ∂Φxx∂x dx 
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La componente di sforzo generica Φij ha quindi le dimensioni di una forza per unità di superficie e dipende in genere dal tempo, dal raggio vettore e dalla normale alla superficie: 
Φ = f(t, r⃗, n�)  
Osservazione. Nel sistema tecnico degli ingegneri l’unità di misura degli sforzi, sia normali che tangenziali, è l’atmosfera tecnica:  1 at = 1 kg cm2� = 10000 kg m2� = 9,81 N cm2� = = 98100 Pa = 0,981 bar    (1 bar = 1,019 at = 105 Pa)  da non confondere con l’atmosfera fisica, pari alla pressione atmosferica sul livello del mare con peso specifico dell’aria γ = 1,25 kg m3� : 1 atm = 1,033 kg m2� = 760 mm di mercurio 
1.6.3 Le equazioni di Cauchy o indefinite del moto Si tratta di un sistema di equazioni fondamentali per poter determinare lo stato di tensione in un punto di un mezzo continuo. Si ottengono andando ad imporre l’equilibrio dinamico su un generico volume elementare prismatico di dimensioni dx, dy, dz secondo le tre direzioni coordinate, considerando tutte le forze agenti sullo stesso. Calcolando, ad esempio, l’equilibrio dinamico nella direzioni x si ottiene:  
x
→ :     ρaxdxdydz − ρ dudt dxdydz + Φxxdydz − ( Φxx + ∂Φxx∂x dx)dydz + Φyxdxdz
− (Φxx + ∂Φyx∂y dy)dxdz + Φzxdxdy − (Φzx + ∂Φzx∂z dz)dxdy = 0 in cui: 
− ρaxdxdydz  sono le forze di massa applicate al baricentro del volume elementare nella direzione x, con ax modulo dell’accelerazione in quella 
direzione; 
− ρ du
dt
dxdydz  sono le forze d’inerzia nella direzione x, negative perché si 
oppongono al moto; 
− Φxxdydz   è la risultante della componente normale dello sforzo agente in direzione x su di una faccia, mentre (Φxx + ∂Φxx∂x dx)dydz è l’analogo sforzo applicato alla faccia opposta; gli altri sforzi superficiali che compaiono sono sempre agenti nella stessa direzione, ma su facce diverse, in quanto sforzi tangenziali. 
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ρ ∙ �ax − dudt�dxdydz = �∂Φxx∂x + ∂Φyx∂y + ∂Φzx∂z �dxdydz  in cui può essere semplificato il termine dxdydz relativo al volume del prisma infinitesimo considerato. Ripetendo lo stesso ragionamento lungo le tre direzioni coordinate (o commutando gli indici  dell’equazione appena trovata) si ottiene il sistema delle 
tre equazioni indefinite del moto o di Cauchy:  
⎩
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧𝛒𝛒 ∙ �𝐚𝐚𝐱𝐱 −
𝐝𝐝𝐮𝐮
𝐝𝐝𝛛𝛛
� = 𝛛𝛛𝚽𝚽𝐱𝐱𝐱𝐱
𝛛𝛛𝐱𝐱
+ 𝛛𝛛𝚽𝚽𝛛𝛛𝐱𝐱
𝛛𝛛𝛛𝛛
+ 𝛛𝛛𝚽𝚽𝛛𝛛𝐱𝐱
𝛛𝛛𝛛𝛛
𝛒𝛒 ∙ �𝐚𝐚𝛛𝛛 −
𝐝𝐝𝛒𝛒
𝐝𝐝𝛛𝛛
� = 𝛛𝛛𝚽𝚽𝐱𝐱𝛛𝛛
𝛛𝛛𝐱𝐱
+ 𝛛𝛛𝚽𝚽𝛛𝛛𝛛𝛛
𝛛𝛛𝛛𝛛
+ 𝛛𝛛𝚽𝚽𝛛𝛛𝛛𝛛
𝛛𝛛𝛛𝛛
𝛒𝛒 ∙ �𝐚𝐚𝛛𝛛 −
𝐝𝐝𝛒𝛒
𝐝𝐝𝛛𝛛
� = 𝛛𝛛𝚽𝚽𝐱𝐱𝛛𝛛
𝛛𝛛𝐱𝐱
+ 𝛛𝛛𝚽𝚽𝛛𝛛𝛛𝛛
𝛛𝛛𝛛𝛛
+ 𝛛𝛛𝚽𝚽𝛛𝛛𝛛𝛛
𝛛𝛛𝛛𝛛
          (1.15) 
 in cui, lo si ricorda, il primo indice di ogni componente di sforzo indica la direzione dell’asse normale alla superficie in esame ed il secondo indice dà la direzione di azione dello sforzo su quella superficie. Il sistema delle tre equazioni differenziali appena ottenuto si può risolvere con l’integrazione di idonee condizioni al bordo o al contorno, mentre nel caso di moto vario o non permanente necessita anche di condizioni iniziali. La valutazione delle prime è legata alla geometria del sistema, mentre per le seconde alle condizioni cinematiche al momento di inizio del moto.  
1.6.4 Il teorema del tetraedro di Cauchy Il teorema di Cauchy è molto importante perché permette di scrivere un qualsiasi vettore di sforzo Φn�����⃗ , agente in un punto di una superficie infinitesima dS di normale  n�⃗ , in funzione dei soli sforzi Φı����⃗  agenti su tre qualsiasi piani passanti per il punto stesso e tra loro ortogonali, e delle componenti della normale n�⃗  su questi tre piani (n�⃗ = ni ∙ eı��⃗ , con i = x, y, z):   𝚽𝚽𝐧𝐧�����⃗ =  𝚽𝚽𝐱𝐱�����⃗ ∙ 𝐧𝐧𝐱𝐱 + 𝚽𝚽𝛛𝛛�����⃗ ∙ 𝐧𝐧𝛛𝛛 + 𝚽𝚽𝛛𝛛�����⃗ ∙ 𝐧𝐧𝛛𝛛          (1.16)  
Dimostrazione. Esaminiamo un tetraedro infinitesimo OABC (detto, appunto, tetraedro di Cauchy) ed imponiamo l’equilibrio dinamico alla traslazione, che scriveremo in forma vettoriale:  
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ρf⃗∆V − ρ du�⃗dt ∆V + Φx�����⃗ Ax + Φy�����⃗ Ay+ Φz�����⃗ Az + Φn�����⃗ A = 0  con: 
− ρf⃗∆V  forze di massa, in cui f⃗ sono le forze di massa per unità di massa, ρ∆V è la massa e ∆V il 
volume del tetraedro; 
− ρ du�⃗
dt
∆V forze d’inerzia, con du�⃗
dt
 accelerazione della massa; 
− Φx�����⃗  vettore degli sforzi superficiali, di componenti pari a quelle della prima colonna del tensore degli sforzi, ovvero (Φxx, Φxy, Φxz); notare che 
Φx�����⃗  non ha la direzione dell’asse x, altrimenti avrebbe soltanto la componente normale Φxx; lo stesso ragionamento vale per Φy�����⃗  e Φz�����⃗ ; 
− Φn�����⃗  sforzo unitario, cioè per unità di superficie, agente sulla faccia ABC di area A; 
− n�⃗  vettore della normale alla superficie contenente la faccia ABC, generalmente rivolto verso l’interno.  Se consideriamo i coseni direttori della normale n�⃗ , coincidenti con le sue componenti lungo le tre direzioni coordinate, possiamo scrivere:  
�
Ax = −nxAAy = −nyAAz = −nzA  apponendo un segno negativo davanti alle relazioni per ottenere un valore positivo dell’area, visto che la normale rivolta verso l’interno forma angoli maggiori di 90° con gli assi, fornendo dei valori negativi dei coseni direttori. Sostituendo tali relazioni nel precedente equilibrio dinamico e dividendo tutto per il valore A dell’area della faccio ABC otteniamo: 
ρf⃗∆VA − ρ du�⃗dt ∆VA −Φx�����⃗ nxAA −Φy�����⃗ nyAA −Φz�����⃗ nzAA + Φn�����⃗ A = 0 Immaginando poi di far tendere a zero il volume ∆V del tetraedro, cioè di avvicinare all’origine la faccia ABC mantenendola parallela a se stessa (così da mantenere il vettore normale n�⃗  invariato), si ricava: 
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∆V→0
�ρf⃗∆VA − ρdu�⃗dt ∆VA � = 0  da cui la precedente diventa   𝚽𝚽𝐧𝐧�����⃗ =  𝚽𝚽𝐱𝐱�����⃗ ∙ 𝐧𝐧𝐱𝐱 + 𝚽𝚽𝛛𝛛�����⃗ ∙ 𝐧𝐧𝛛𝛛 + 𝚽𝚽𝛛𝛛�����⃗ ∙ 𝐧𝐧𝛛𝛛     ∎  Quindi il teorema indica la variazione dello sforzo unitario Φn�����⃗  in un qualsiasi punto O al variare dell’inclinazione del piano passante per O secondo la seguente legge:  
𝛷𝛷𝑛𝑛����⃗  varia linearmente in funzione degli  sforzi relativi sulle tre facce normali agli 
assi cartesiani di riferimento, per cui lo stato di tensione in un qualsiasi punto di 
una massa fluida è descritto da un tensore del secondo ordine.  Le componenti di Φn�����⃗  secondo i tre assi cartesiani sono:  
�
𝚽𝚽𝐧𝐧𝐱𝐱 = 𝚽𝚽𝐱𝐱𝐱𝐱𝐧𝐧𝐱𝐱 + 𝚽𝚽𝐱𝐱𝛛𝛛𝐧𝐧𝛛𝛛 + 𝚽𝚽𝐱𝐱𝛛𝛛𝐧𝐧𝛛𝛛
𝚽𝚽𝐧𝐧𝛛𝛛 = 𝚽𝚽𝛛𝛛𝐱𝐱𝐧𝐧𝐱𝐱 + 𝚽𝚽𝛛𝛛𝛛𝛛𝐧𝐧𝛛𝛛 + 𝚽𝚽𝛛𝛛𝛛𝛛𝐧𝐧𝛛𝛛
𝚽𝚽𝐧𝐧𝛛𝛛 = 𝚽𝚽𝛛𝛛𝐱𝐱𝐧𝐧𝐱𝐱 + 𝚽𝚽𝛛𝛛𝛛𝛛𝐧𝐧𝛛𝛛 + 𝚽𝚽𝛛𝛛𝛛𝛛𝐧𝐧𝛛𝛛   esprimibili anche nella forma  
Φi = Φn�����⃗ ∙ n�⃗ = nx�Φx�����⃗ ∙ ex���⃗ � + ny�Φy�����⃗ ∙ ey���⃗ � + nz�Φz�����⃗ ∙ ez���⃗ � = � nk ∙ Φki = �n�⃗ ∙ T�i
k
 con T tensore degli sforzi di Cauchy. Quindi il generico vettore di sforzo può essere scritto come   𝚽𝚽𝐧𝐧�����⃗ = 𝐧𝐧�⃗ ∙ 𝐍𝐍          (1.17)  
1.6.5 Proprietà del tensore degli sforzi La forma delle equazioni di Cauchy suggerisce la loro applicazione punto per punto per conoscere il comportamento del fluido. Si hanno dodici incognite (tre componenti di velocità e nove di sforzo), ma si hanno solo tre equazioni a disposizione per determinarle. Una alternativa può essere cercare di ridurre il numero delle incognite, metodo attuabile considerando le proprietà del tensore di Cauchy o degli sforzi. 
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1.6.5.1 Proprietà di simmetria Il tensore degli sforzi è simmetrico, ovvero vale la reciprocità tra le componenti con indice misto invertito: le componenti di sforzo tangenziale risultano essere tutte uguali due a due:  
Φij = Φji   da cui   Φȷ����⃗ ∙ eı��⃗ = Φı����⃗ ∙ eȷ��⃗   
Dimostrazione. Considerando le componenti di sforzo agenti su di un prisma elementare, è sufficiente considerare l’equilibrio alla rotazione, ad esempio, attorno ad un asse y’ parallelo all’asse y e passante per il baricentro della faccia ABC, di tutte le forze in gioco (si trascurano le forze di massa, le quali sono un infinitesimo di ordine superiore rispetto a quelle superficiali perché sono proporzionali al volume):  
Φxzdzdy dx2  + �Φxz + ∂Φxz∂x dx�dzdy dx2 −
Φzxdxdy dz2 −
�Φzx + ∂Φzx∂z dz�dxdy dz2 = 0   considerando le coppie antiorarie come positive e considerando come partecipi all’equilibrio alla rotazione gli sforzi sulle facce che hanno per normale l’asse z e l’asse x. Infatti gli sforzi diretti come l’asse y sono collineari all’asse y’ e non generano coppie, mentre gli sforzi normali Φij hanno direzione passante per il baricentro G e quindi braccio nullo. Trascurando quelle che sarebbero le variazioni di sforzo sulle facce opposte di un prisma elementare in quanto infinitesimi di ordine superiore (∂Φxz
∂x
dx → 0), dall’equilibrio precedente si ricava:  
Φxzdzdydx = Φzxdzdydx →  Φxz = Φzx     ∎  Analogamente, calcolando l’equilibrio attorno ad altri due assi baricentrici x’, z’, paralleli agli assi coordinati x, z, si ottiene:  
Φzy = Φyz   equilibrio attorno a x′ 
Φxy = Φyx   equilibrio attorno a z′ 
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Φı����⃗ = Φi1 ∙ e1���⃗ + Φi2 ∙ e2���⃗ + Φi3 ∙ e3���⃗   con Φij = Φı����⃗ ∙ e1���⃗ , con j = 1, 2, 3 componenti di Φı����⃗  lungo i versori e1���⃗ , e2���⃗ , e3���⃗ . Si ottiene the le componenti nella direzione eı��⃗  del vettore di sforzo agente su di un punto di un elemento superficiale di normale n�⃗  sono uguali alle componenti nella direzione n�⃗  del vettore di sforzo agente su di una superficie elementare avente come vettore normale eı��⃗  e passante per lo stesso punto:  
Φn�����⃗ ∙ eı��⃗ = �Φki ∙ nk
k
= �Φik ∙ nk
k
= Φı����⃗ ∙ n�⃗   →   𝐧𝐧�⃗ ∙ 𝐍𝐍 = 𝐍𝐍 ∙ 𝐧𝐧�⃗           (1.18)  Inoltre abbiamo che  
�divT�
i
= �∂Φji
∂xj =j �∂Φij∂xj =j divΦı����⃗   Grazie alla simmetria del tensore degli sforzi si ha che lo sforzo in un punto di una massa fluida è funzione di sei parametri di sforzo unitario, detti componenti di Lamé e denominati come segue:  
�
Φxx = Nx
Φyy = Ny
Φzz = Nz    componenti normali �
Φzy = Φyz = Tx
Φzx = Φxz = Ty
Φxy = Φyx = Tz   componenti tangenziali  Di conseguenza, le equazioni indefinite del moto o di Cauchy possono essere riscritte, in forma scalare, come:  
⎩
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧ρ ∙ �X − dudt� = ∂Nx∂x + ∂Tz∂y + ∂Ty∂z
ρ ∙ �Y − dvdt� = ∂Tz∂x + ∂Ny∂y + ∂Tx∂z
ρ ∙ �Z − dwdt � = ∂Ty∂x + ∂Tx∂y + ∂Nz∂z
 
 e in forma vettoriale: 
𝛒𝛒 ∙ �?⃗?𝐅 −
𝐝𝐝𝐮𝐮�⃗
𝐝𝐝𝛛𝛛
� = 𝛁𝛁 ∙ 𝐍𝐍          (1.19) 
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1.6.5.2 Proprietà di invarianza delle componenti normali In fluidodinamica il tensore degli sforzi è generalmente suddiviso in due parti, una detta isotropa, l’altra deviatorica. Si tratta di riformulare il tensore come  
𝐍𝐍 = −p𝐃𝐃 + 𝛕𝛕  →  Φij = −pδij + τij          (1.20) in cui il termine −pI rappresenta appunto la componente isotropa e τ quella deviatorica del tensore. Si è però introdotto anche un altro concetto, ovvero la definizione meccanica di pressione, che equivale a  p = − 13�Φij
i
= −13 �Φxx + Φyy + Φzz�  Si tratta di un valore medio di pressione dovuta alle tre componenti normali di sforzo, agenti su tre piani ortogonali passanti per il punto considerato. La parte isotropa del tensore degli sforzi gode poi di  una proprietà di invarianza poiché la somma delle componenti normali di sforzo non dipende dall’orientamento degli assi coordinati e, divisa per tre, resta costante e pari al valore di pressione sopracitato.  
Osservazione. Attraverso la (1.20) e la simmetria del tensore degli sforzi si può poi riscrivere  
Φn�����⃗ = −pn�⃗ + τn����⃗  e quindi  
Φn�����⃗ ∙ eı��⃗ = −p(n�⃗ ∙ eı��⃗ ) + τn����⃗ ∙ eı��⃗ = −pni + τı��⃗ ∙ n�⃗  poiché  
Φn�����⃗ ∙ eı��⃗ = Φı����⃗ ∙ n�⃗   Volendo poi calcolare la risulta degli sforzi unitari agenti sulla superficie elementare dS, cioè volendo calcolare la risultante delle forze di superficie, si ha:  
� Φn�����⃗
S
dS = −� pn�⃗
S
dS + � τn����⃗ dS = −� ∇p dV + � divτn����⃗
VVS
dV  utilizzando il teorema di Green o della divergenza8. In forma scalare la relazione precedente si scrive: 
8 Se ne ricorda la formulazione, applicata al caso in esame:   ∫ pn�⃗ dS = ∫ ∇pdVVS                            Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             36 
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� tidS = −� p
SS
n�⃗ ∙ eı��⃗ dS + � τn����⃗ ∙
S
eı��⃗ dS = −� peı��⃗ ∙
S
n�⃗ dS + � τı��⃗ ∙
S
n�⃗ dS
= −� ∂p
∂xi dV + � divVV τı��⃗ dV  cioè, applicando di nuovo prima la simmetria del tensore degli sforzi (1.18) e poi il teorema della divergenza, si giunge ad una formulazione alternativa delle forze di superficie che mette in evidenza la componente isotropa e quella deviatorica del tensore degli sforzi e che sarà utile in seguito.  
1.7 Dalla conservazione della quantità di moto alle equazioni di 
Navier-Stokes 
1.7.1 La conservazione della quantità di moto 
La variazione nell’unità di tempo della quantità di moto di un volume fluido 
elementare è pari alla risultante delle forze di volume e di superficie agenti su di 
esso:  ddt� ρu�⃗ dV = F�⃗V(t)      oppure, in forma scalare,     ddt� ρuidV = Fi , con i = x, y, zV(t)   in cui: F�⃗ = � ρf⃗
V
dV + � Φn�����⃗ dS
S
     oppure, in forma scalare,     Fi = � ρfi
V
dV + � ΦidS
S
 e 
− f⃗ ≡ (fi)   forze di massa per unità di massa; 
− Φn�����⃗ ≡ (Φi) forze di superficie agenti in un punto della superficie infinitesima dS, avente normale uscente n�⃗ .  Si ricorda che, per il teorema di Cauchy (1.17), si ha Φn�����⃗ = n�⃗ ∙ T . Utilizzando il teorema del trasporto (1.8), si ottiene che, portando dentro all’integrale della quantità di moto la derivata temporale, compare anche la divergenza del campo di velocità:  
� �
d(ρu�⃗ )dt + ρu�⃗ ∙ div u�⃗ �dV = � ρf⃗V dV + � n�⃗ ∙ TdSSV(t)   che, in forma scalare, equivale a                            Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             37 
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� �
d(ρui)dt + ρui ∙ div u�⃗ �dV = � ρfiV dV + � �n�⃗ ∙ T�idSSV(t)  , con i = x, y, z  Raccogliendo il termine u�⃗  all’interno dell’integrale al membro di sinistra si ricava l’equazione di continuità, ottenendo perciò un termine identicamente nullo:  
� �u�⃗ ∙ dρdt + ρ du�⃗dt + ρu�⃗ ∙ div u�⃗ �dV = � ρf⃗V dV + � n�⃗ ∙ TdSSV(t)   
� �u�⃗ ∙ �dρdt + ρdiv u�⃗ � + ρ du�⃗dt�dV = � ρf⃗V dV + � n�⃗ ∙ TdSSV(t)   
� ρ
du�⃗dt dV = � ρf⃗V dV + � n�⃗ ∙ TdSSV(t)   Utilizzando adesso la definizione di derivata sostanziale o materiale (1.7) si ottiene:  
� ρ�
∂u�⃗
∂t + u�⃗ ∙ div u�⃗ �dV = � ρf⃗V dV + � n�⃗ ∙ TdSSV(t)   Ricorrendo al teorema della divergenza si trasforma quindi l’integrale di superficie delle forza di superficie in un integrale di volume:  
� ρ�
∂u�⃗
∂t + u�⃗ ∙ div u�⃗ �dV = � ρf⃗V dV + � div TdVVV(t)   e si può quindi scrivere una formulazione analoga in forma differenziale, ricordando che, per l’arbitrarietà del volume di integrazione, se le funzioni integrande sono sufficientemente regolari in esso, allora l’integrale contenuto nella precedente formula (immaginando di portare tutti i termini al membro di sinistra e di raccoglierli in un unico integrale) sarà nulla solo se la funzione integranda è identicamente nulla. Se ne ricava:  
ρ �
∂u�⃗
∂t + u�⃗ ∙ div u�⃗ � = ρf⃗ + div T  oppure, in forma scalare:  
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ρ �
∂ui
∂t + ui ∙ div u�⃗ � = ρfi + �div T�i , con i = x, y, z          (1.21)  
Osservazione. Ogni termine che compare nelle precedenti formulazioni differenziali rappresenta delle forze per unità di volume, le quali possono essere interpretate come le forze che causano la variazione della quantità di moto di una particella fluida. In particolare div T rappresenta la risultante, per unità di volume, delle forze superficiali agenti su un volume di fluido elementare.  Introducendo a questo punto la precedente formulazione (1.20) del tensore degli sforzi, suddiviso in parte isotropa e parte deviatorica, si ha una modifica del secondo membro delle ultime formulazioni:  
− formulazione integrale:  
� ρ�
∂u�⃗
∂t + u�⃗ ∙ div u�⃗ �dV = � ρf⃗V dV + � div �−pI + τ�dVVV(t) = = � ρf⃗
V
dV −� gradp dV +
V
� divτ�⃗  dV
V
  
− formulazione differenziali:  
𝛒𝛒�
𝛛𝛛𝐮𝐮�⃗
𝛛𝛛𝛛𝛛
+ 𝐮𝐮�⃗ ∙ 𝐝𝐝𝐢𝐢𝛒𝛒 𝐮𝐮�⃗ � = 𝛒𝛒𝐟𝐟 − 𝐠𝐠𝐠𝐠𝐚𝐚𝐝𝐝𝐜𝐜 + 𝐝𝐝𝐢𝐢𝛒𝛒 𝛕𝛕�⃗           (1.22)  equivalente ad un sistema di tre equazioni differenziali scalari, ottenibili proiettando la precedente su di un sistema di tre assi cartesiani coordinati x, y, z:  
⎩
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧ ρ �
∂u
∂t + u ∙ dudx + v ∙ dudy + w ∙ dudz� = ρfx − dpdx + �∂Tz∂y + ∂Ty∂z �
ρ �
∂v
∂t + u ∙ dvdx + v ∙ dvdy + w ∙ dvdz� = ρfy − dpdy + �∂Tz∂x + ∂Tx∂z �
ρ �
∂w
∂t + u ∙ dwdx + v ∙ dwdy + w ∙ dwdz � = ρfz − dpdz + �∂Ty∂x + ∂Tx∂y �
 
 Il problema matematico della fluidodinamica consiste nel valutare se in ogni punto di un dominio di definizione delle equazioni differenziali sia possibile ricavare matematicamente una e una sola soluzione per le diverse variabili dipendenti, in funzione di quelle indipendenti. Nel caso in esame abbiamo, in 
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− le tre componenti del campo di velocità: u(x, y, z, t)     v(x, y, z, t)     z(x, y, z, t) 
− la pressione: p(x, y, z, t) 
− le sei componenti indipendenti di sforzo superficiale: 
Φij(x, y, z, t).  Al momento si hanno a disposizione solo quattro equazioni:  
− una equazione scalare della continuità; 
− tre equazioni scalari della conservazione della quantità di moto.  Così come nei problemi algebrici, il problema è ben posto se il numero delle equazioni eguaglia quello delle incognite (variabili dipendenti), cosa che non è verificata in questo caso. Si osserva infatti che si ha un numero di incognite superiore di sei unità a quello delle equazioni a disposizione. Tale differenza 
coincide con il numero delle tensioni tangenziali Φij(x, y, z, t) incognite, le quali costituiscono infatti l’aspetto critico del problema. Solo se si trovano delle relazioni che permettano di esprimere le tensioni tangenziali in funzione delle altre variabili dipendenti si ha la possibilità di risolvere il problema matematico. Cerchiamo quindi di introdurre delle equazioni che soddisfino a tale richiesta e che prendono il nome di legame costitutivo.  
1.7.2 Il legame costitutivo per un fluido newtoniano Nella meccanica del continuo le componenti tensionali sono legate in maniera lineare alle componenti di deformazione. Nel caso dei fluidi, come abbiamo già visto, si definiscono come newtoniani quei fluidi nei quali le componenti dello 
stato di sforzo Φij(x, y, z, t) sono legate in maniera lineare alle componenti della velocità di deformazione in direzione normale. Tale legame, che prende il nome di legame costitutivo, può essere descritto nel nostro caso specifico attraverso le relazioni di Stokes:  
𝚽𝚽𝐢𝐢𝐢𝐢 = (−𝐜𝐜 + 𝛌𝛌𝐝𝐝𝐢𝐢𝛒𝛒 𝐮𝐮�⃗  )𝛅𝛅𝐢𝐢𝐢𝐢 + 𝟐𝟐𝛍𝛍𝟏𝟏𝟐𝟐�𝛛𝛛𝐮𝐮𝐢𝐢𝛛𝛛𝐱𝐱𝐢𝐢 + 𝛛𝛛𝐮𝐮𝐢𝐢𝛛𝛛𝐱𝐱𝐢𝐢�           (1.23)  in cui: 
− δij è l’operatore di Kronecker, definito come 
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δij = �1,   se i = j0,   se i ≠ j  
− μ e λ sono, rispettivamente, la viscosità dinamica e la viscosità volumetrica del fluido e sono generalmente espresse come due funzioni scalari dello stato termodinamico del fluido (cioè sono funzione della sua temperatura e pressione). Esse sono legate dalla seguente relazione: 
−  
𝛋𝛋 = 𝛌𝛌 + 𝟐𝟐
𝟑𝟑
𝛍𝛍 
 la quale definisce il modulo di comprimibilità 𝛋𝛋 (o bulk modulus o bulk 
viscosity) del fluido;  
− p rappresenta la pressione, ovvero la componente della tensione diretta normalmente alla superficie e positiva se di compressione (infatti è sempre indicata con un segno meno perché opposta alla normale alla 
superficie, che per convenzione viene presa positiva se uscente);   
− il tensore Dij equivale invece a:  Dij = 12�∂ui∂xj + ∂uj∂xi�  e rappresenta la velocità di deformazione del fluido.   
Osservazione. Si noti come, per un fluido in quiete, il legame costitutivo (1.23) si riduca a:  
Φij = −pδij  ovvero lo stato di tensione diventa isotropo, ovvero indipendente dalla giacitura n�⃗  ed è unicamente dato dall’azione della pressione che, com’è noto dallo studio, risulta essere distribuita idrostaticamente all’interno del campo fluido. Nel caso di un fluido viscoso in movimento, invece, la pressione dinamica assume un diverso significato fisico in relazione al carattere comprimibile o incomprimibile del fluido esaminato. Per un fluido comprimibile la pressione è una variabile di natura termodinamica, espressa mediante una legge di stato che dipende dal tipo di trasformazione considerata; per un fluido incomprimibile, invece, la pressione non è definibile come una variabile di natura termodinamica e qualsiasi sua espressione è possibile purché essa si riduca al 
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3
tr�𝐍𝐍� .  
1.8 Le equazioni di Navier-Stokes Sostituendo il legame costitutivo (23) nella precedente espressione differenziale scalare della conservazione della quantità di moto (1.21) si ottengono le equazioni di Navier-Stokes:  
− in forma vettoriale (differenziale):  
ρ�
∂u�⃗
∂t + u�⃗ ∙ div u�⃗ � = ρf⃗ − gradp + λgrad(div u�⃗ ) − 2µ ∙ div D  esprimibili anche come segue, raccogliendo la densità ρ e cambiando i segni per avere la pressione p positiva  
𝛒𝛒�𝐟𝐟 −
𝛛𝛛𝐮𝐮�⃗
𝛛𝛛𝛛𝛛
− 𝐮𝐮�⃗ ∙ 𝐝𝐝𝐢𝐢𝛒𝛒 𝐮𝐮�⃗ � = 𝛁𝛁𝐜𝐜 − 𝛌𝛌𝛁𝛁(𝛁𝛁 ∙  𝐮𝐮�⃗ ) − 𝟐𝟐𝛍𝛍𝛁𝛁 ∙ 𝐃𝐃  9  
Osservazione. È possibile riscrivere il termine div D anche come:  
∇ ∙ D = 12 ∂∂xi �∂ui∂xj + ∂uj∂xi� = 12� ∂2ui∂xi ∂xj + ∂2uj∂xi2 � = = 12� ∂∂xj ∂ui∂xi + ∂2uj∂xi2 � = 12 (∇(∇ ∙  u�⃗ ) + ∇2u�⃗ )  da cui si riformula la precedente espressione delle equazioni di Navier-Stokes come:  
𝛒𝛒�𝐟𝐟 −
𝛛𝛛𝐮𝐮�⃗
𝛛𝛛𝛛𝛛
− 𝐮𝐮�⃗ ∙ 𝐝𝐝𝐢𝐢𝛒𝛒 𝐮𝐮�⃗ � = 𝛁𝛁𝐜𝐜 − (𝛌𝛌 + 𝛍𝛍)𝛁𝛁(𝛁𝛁 ∙  𝐮𝐮�⃗ ) − 𝛍𝛍𝛁𝛁𝟐𝟐𝐮𝐮�⃗           (1.24i)    
9 Si ricorda che, per una qualsiasi grandezza 𝜓𝜓 (scalare) o ψ��⃗  (vettoriale), le seguenti notazioni sono del tutto analoghe: grad ψ =  ∇ψ div ψ��⃗ = ∇ ∙ ψ��⃗                             Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             42 
                                                        
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  
− in forma scalare (differenziale):  
𝛒𝛒�𝐟𝐟𝐢𝐢 −
𝛛𝛛𝐮𝐮𝐢𝐢
𝛛𝛛𝛛𝛛
− 𝐮𝐮𝐢𝐢 ∙
𝛛𝛛𝐮𝐮𝐢𝐢
𝛛𝛛𝐱𝐱𝐢𝐢
� = 𝛛𝛛𝐜𝐜
𝛛𝛛𝐱𝐱𝐢𝐢
− (𝛌𝛌 + 𝛍𝛍) 𝛛𝛛
𝛛𝛛𝐱𝐱𝐢𝐢
�
𝛛𝛛𝐮𝐮𝐢𝐢
𝛛𝛛𝐱𝐱𝐢𝐢
� − 𝛍𝛍
𝛛𝛛𝟐𝟐𝐮𝐮𝐢𝐢
𝛛𝛛𝐱𝐱𝐢𝐢𝟐𝟐
          (1.24ii)   
 
Osservazione. Si giunge al medesimo risultato sostituendo il legame costitutivo nelle equazioni indefinite del moto di Cauchy.  
1.8.1 Una ulteriore formulazione per il tensore degli sforzi Se si pensa di scomporre il tensore degli sforzi in una parte legata alla pressione termodinamica ed in un’altra legata unicamente al moto si ottiene 
𝐍𝐍 = −pe𝐃𝐃 + 𝛕𝛕𝛒𝛒 con: - pe = pe(ρ,T)   pressione termodinamica, con −pe𝐃𝐃 che descrive le tensioni normali che agirebbero su di una particella fluida in assenza di moto per i medesimi valori di ρ e T che caratterizzano la particella in movimento; - 𝛕𝛕𝛒𝛒   tensore degli sforzi viscosi, derivante dal meccanismi di trasmissione della quantità di moto a livello molecolare.  Per introdurre il legame costitutivo che caratterizza il tensore viscoso è necessario introdurre delle ipotesi sulla dipendenza tra il tensore degli sforzi superficiali completo riguardo le deformazioni che può subire una particella fluida. Si tratta di formulare le seguenti ipotesi di Stokes:  - 𝐍𝐍 è una funzione continua del rate-of-strain tensor E; - 𝐍𝐍 non dipende esplicitamente dalla posizione; - non ci sono direzioni preferenziali nello spazio (isotropia del fluido); - quanto 𝐋𝐋 = 0, 𝐍𝐍 si riduce alla quota −pe𝐃𝐃.  È possibile dimostrare che la forma più generica del tensore degli sforzi viscosi che soddisfa le precedenti ipotesi è la seguente:  
𝛕𝛕𝛒𝛒 = λ ∙ divu�⃗ 𝐃𝐃 + 2µ𝐋𝐋  con λ e μ funzioni scalari dello stato termodinamico del fluido. Sommando e sottraendo dalla precedente la quantità 2µ𝐀𝐀, con 𝐀𝐀 pari alla quota idrostatica del tensore degli sforzi, si ottiene:                            Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             43 
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𝛕𝛕𝛒𝛒 = �λ + 23 µ�divu�⃗ 𝐃𝐃 + 2µ(𝐋𝐋 − 𝐀𝐀)  nella quale è stato introdotto un altro coefficiente, pari a  
𝛋𝛋 = 𝛌𝛌 + 𝟐𝟐
𝟑𝟑
𝛍𝛍 e detto modulo di comprimibilità (bulk modulus), mentre μ corrisponde alla viscosità dinamica.  Secondo le relazioni appena definite è possibile definire in modo esteso le componenti del tensore degli sforzi completo come segue:  
𝐍𝐍𝐢𝐢𝐢𝐢 = (−𝐜𝐜𝐞𝐞 + 𝛋𝛋𝐝𝐝𝐢𝐢𝛒𝛒𝐮𝐮�⃗ )𝛅𝛅𝐢𝐢𝐢𝐢 + 𝛍𝛍 �𝛛𝛛𝐮𝐮𝐢𝐢𝛛𝛛𝐱𝐱𝐤𝐤 + 𝛛𝛛𝐮𝐮𝐤𝐤𝛛𝛛𝐱𝐱𝐢𝐢 � − 𝟐𝟐𝟑𝟑𝛍𝛍𝐝𝐝𝐢𝐢𝛒𝛒𝐮𝐮�⃗ 𝛅𝛅𝐢𝐢𝐢𝐢  
1.9 L’equazione di D’Alembert Molti dei fenomeni che interessano una massa fluida possono essere studiati attraverso la teoria delle onde, la quale si basa sull’equazione cardine che descrive la propagazione del moto ondoso, l’equazione di D’Alembert.  
1.9.1 Il ragionamento di base L’espressione matematica di questa equazione può essere ottenuta considerando due relazioni fondamentali: il secondo principio della dinamica e l’equazione di continuità. Consideriamo un generico volume cubico infinitesimale di fluido, di volume dV = dxdydz, in un riferimento cartesiano ortogonale.  
  Per il secondo principio della dinamica la forza d’inerzia del volumetto sarà equilibrata dalla differenza di pressione che sussiste tra le due facce del volumetto ortogonali alla direzione di propagazione. Si potrà scrivere: 
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x
→ :   Fx = (p1 − p2) ∙ dS = �p − �p + ∂p∂x dx�� dydz = −∂p∂x dxdydz  Analogamente, l’equilibrio nelle altre due direzioni darà:  Fy = −∂p∂y dxdydz     e     Fz = −∂p∂z dxdydz La risultante di tutte le forze applicate risulta quindi pari a:  F�⃗ = Fx ∙ ı̂ + Fy ∙ ȷ̂ + Fz ∙ k� = −�∂p∂x + ∂p∂y + ∂p∂z�dxdydz = −(∇p)dxdydz  Sostituendo tale espressione nell’espressione del secondo principio della dinamica si ottiene:  
−(∇p)dxdydz = ρdxdydz ∙ du�⃗dt   e, semplificando il termine relativo al volume dV, rimane: 
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ρ ∙
du�⃗dt = −∇p  Introducendo l’espressione già nota dell’equazione di continuità, si ha che il sistema dato dalla precedente, unita all’equazione di continuità, può risolvere lo stato di moto di qualsiasi fluido:  
�
ρ ∙
du�⃗dt = −∇p
∂ρ
∂t = −∇ ∙ (ρu�⃗ )          (1.25)  È possibile a questo punto introdurre delle ipotesi semplificative:  
− nell’equazione dell’equilibrio dinamico la derivata del vettore velocità è interpretabile come una derivata ordinaria e non più come una derivata 
sostanziale perché il fluido in esame risulta mediamente fermo;  
− sfruttando il fatto che i fenomeni riconducibili o interpretabili attraverso l’acustica provocano piccole perturbazioni, possiamo formulare l’ipotesi di piccole oscillazioni attorno alla posizione d’equilibrio. Poniamo quindi  
�
p = p0 + p′,   con p′ ≪ p0
ρ = ρ0 + ρ′,   con ρ′ ≪ ρ0           (1.26)  con: 
− p0 = pressione media del fluido; 
− p’ = pressione generata dal fenomeno acustico; 
− ρ0 = densità media in assenza di perturbazione acustica; 
− ρ’ = fluttuazione di densità prodotta dal campo generato dall’onda.  Sostituendo le precedenti nelle espressioni dell’equilibrio dinamico e della continuità (1.25) e trascurando il prodotto tra quantità infinitesimali e quantità finite, a confronto con quantità finite, e tenendo infine conto del fatto che p0 e ρ0 sono delle costanti (e che quindi ∇p0 = 0 e 𝜕𝜕𝜌𝜌0 𝜕𝜕𝜕𝜕� = 0), si ottiene: 
�
ρ0 ∙
du�⃗dt = −∇p′
∂ρ′
∂t = −ρ0 ∙ div u�⃗           (1.27)  
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Osservazione. In generale, vale la relazione:  
∂p
∂ρ
= c2          (1.28)  con c = velocità del suono.  Si può allora sostituire ∂ρ′ nella seconda equazione del sistema (1.27) con 1
c2
dp, sostituzione dettata anche da una necessità legata alla pratica, in quanto non esiste un trasduttore in grado di misurare la densità, mentre possiamo facilmente misurare la pressione. Si ottiene perciò:  1c2 ∙ ∂p′∂t = −ρ0 ∙ div u�⃗    →    ∂p′∂t = −ρ0 ∙ c2 ∙ div u�⃗   Abbiamo quindi a disposizione due equazioni differenziali del primo ordine, che legano tra loro pressione e velocità:  
�
𝛒𝛒𝟎𝟎 ∙
𝐝𝐝𝐮𝐮�⃗
𝐝𝐝𝛛𝛛
= −𝛁𝛁𝐜𝐜′
𝛛𝛛𝐜𝐜′
𝛛𝛛𝛛𝛛
= −𝛒𝛒𝟎𝟎 ∙ 𝐜𝐜𝟐𝟐 ∙ 𝐝𝐝𝐢𝐢𝛒𝛒 𝐮𝐮�⃗           (1.29)  
1.9.2 Il moto potenziale 
1.9.2.1 Il rotore Il concetto di rotore è strettamente legato al teorema di Stokes, il quale esprime 
l’uguaglianza tra la circuitazione Γ attorno ad una linea chiusa ed il flusso del vettore, chiamato appunto rotore, che attraversa la superficie contornata dalla linea stessa:  
Γ = �u�⃗ ∙ dl���⃗ = � rot u�⃗ ∙ n�⃗ dS
S
          (1.30)  Il significato fisico del rotore è legato alle caratteristiche del moto del fluido. Si consideri una zona limitata di fluido, di forma circolare di raggio r, che ruoti alla 
velocità angolare ω attorno al proprio asse baricentrico come se fosse un disco rigido. Applicando ad esso il teorema di Stokes, si ha che la velocità periferica v = ωr è costante e quindi può essere portata fuori dall’integrale, con la circuitazione che allora risulterà:  
Γ = 2πrv = 2πωr2 
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Γ = uidxi + ujdxj + ∂uj∂xi dxidxj − uidxi − ∂ui∂xj dxjdxi − ujdxj da cui:  
Γ = ∂uj
∂xi dxidxj − ∂ui∂xj dxjdxi  Considerando le componenti del rotore come costanti, si ha perciò che la (1.30) diviene:  
Γ = Ωk ∙ S con: 
− Ωk componente costante del rotore; 
− S area del rettangolino, pari a dxidxj.  In definitiva, le componenti del rotore vengono ottenuto dividendo la circuitazione per l’area S: 
Ωk = 2ωk = ∂uj∂xi − ∂ui∂xj           (1.31)  Ad esempio, la componente del rotore lungo l’asse z vale:  
Ω𝑧𝑧 = 2ω𝑧𝑧 = ∂v∂x − ∂u∂y  
Osservazione. Il procedimento che porta alle (1.31) è equivalente anche al risolvere, rispetto alla prima riga, il determinante della seguente matrice: 
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rot u�⃗  = ∇�⃗ × u�⃗ = � ı̂ ȷ̂ k�∂
∂x ∂∂y ∂∂zu v w � = �
∂
∂y ∂∂zv w � ∙ ı̂ − � ∂∂x ∂∂zu w � ∙ ȷ̂ + � ∂∂x ∂∂yu v � ∙ k� =  = �∂w
∂y − ∂v∂z� ∙ ı̂ − �∂w∂x − ∂u∂z� ∙ ȷ̂ + �∂v∂x − ∂u∂y� ∙ k�  
1.9.3 Il moto irrotazionale Se, per ipotesi, tutte le componenti del rotore (1.31) sono nulle, allora per il teorema di Stokes (1.30) anche la circuitazione Γ risulta nulla. In forma vettoriale si ha:  
Γ = �uidxi = 0  Quando ciò avviene esiste una funzione 𝚽𝚽, detta potenziale, tale che:  
𝐮𝐮𝐢𝐢 = 𝛛𝛛𝚽𝚽𝛛𝛛𝐱𝐱𝐢𝐢           (1.32) 
 da cui la forma dΦ = ∂Φ
∂xi dxi  risulta essere un differenziale esatto.  Ripetendo il ragionamento a ritroso, cioè ammettendo l’esistenza di un 
potenziale φ, il precedente differenziale risulta esatto e, di conseguenza, l’integrale su una linea chiusa risulta nulla  
� dΦ = 0  il quale, per la definizione precedente di funzione potenziale, non è altro che la circuitazione e quindi, per il teorema di Stokes, tutte le componenti del rotore risultano nulle, fatto che comporta che il moto sia irrotazionale. Si è dimostrato perciò il seguente teorema:  
Condizione necessaria e sufficiente affinché il moto ammetta un potenziale è che il 
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1.10 L’equazione di D’Alembert Tornando al sistema (29) delle equazioni di equilibrio dinamico e di continuità, si supponga che il campo di velocità sia solenoidale, ovvero che il moto sia irrotazionale e sia ammissibile quindi una funzione potenziale. Ciò consente di conglobare le due equazioni differenziali del primo ordine richiamate in una sola equazione differenziale del secondo ordine introducendo la grandezza Φ, detta potenziale della velocità, definita come nella (1.32): si tratta di una grandezza che non ha un significato fisico diretto, ma che risulta essere molto utile dal punto di vista matematico, come abbiamo detto alla fine del paragrafo precedente. Riscrivendo la (1.32) in forma vettoriale, si ha che:  
𝐮𝐮�⃗ = 𝛁𝛁𝚽𝚽          (1.33) 
 Sostituendo la (1.33) nel sistema delle equazioni (1.29) otteniamo:  
�
ρ0 ∙
ddt (∇Φ) = −∇p′
∂p′
∂t = −ρ0 ∙ c2 ∙ div (∇Φ)          (1.34)  Considerando che: 
∂(∇Φ)
∂t = ∇∂Φ∂t  e che div (∇Φ) = ∇2Φ  corrispondente all’operatore laplaciano (=nabla quadro), pari alla somma delle derivate seconde parziali rispetto ai tre assi coordinati, nel sistema dato dalle equazioni (1.34) si ricava:  
�
ρ0 ∙ ∇
∂Φ
∂t = −∇p′
∂p′
∂t = −ρ0 ∙ c2 ∙ ∇2Φ           (1.35)  La prima equazione può anche essere riscritta come: 
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∇ �ρ0 ∙
∂Φ
∂t � = ∇(−p′)  dalla quale otteniamo che, essendo uguali i due gradienti, dovranno esserlo anche i loro argomenti:  
ρ0 ∙
∂Φ
∂t = −p′ ovvero: p′ = −ρ0 ∙ ∂Φ∂t   Sostituendo la precedente nella seconda equazione del sistema (1.35) si ottiene:  
∂
∂t �−ρ0 ∙ ∂Φ∂t � = −ρ0 ∙ c2 ∙ ∇2Φ da cui:  
−ρ0 ∙
∂2Φ
∂t2 = −ρ0 ∙ c2 ∙ ∇2Φ e quindi:  
𝛛𝛛𝟐𝟐𝚽𝚽
𝛛𝛛𝛛𝛛𝟐𝟐
= 𝐜𝐜𝟐𝟐 ∙ 𝛁𝛁𝟐𝟐𝚽𝚽     oppure     𝛁𝛁𝟐𝟐𝚽𝚽 = 𝟏𝟏
𝐜𝐜𝟐𝟐
∙
𝛛𝛛𝟐𝟐𝚽𝚽
𝛛𝛛𝛛𝛛𝟐𝟐
          (1.36) 
 che rappresenta l’equazione dell’onda o equazione di D’Alembert. L’integrazione dell’equazione di D’Alembert, con opportune condizioni al bordo, 
permette di ricavare la funzione potenziale della velocità Φ(x, y, z, t) e, di conseguenza, anche il campo della pressione; noto questo, è possibile quindi determinare la velocità integrando l’equazione dell’equilibrio dinamico (equazione di Eulero, v.§1.14.1): u�⃗ = −�∇p′
ρ0
dt  ed il problema risulta determinato.  
1.11 Il moto potenziale piano e stazionario È interessante considerare un moto potenziale, e quindi irrotazionale, indipendente dal tempo e che si svolge nel piano di coordinate x, y, con le rispettive componenti di velocità u, v. 
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∂x dx + ∂Φ∂y dy = udx + vdy  Ponendo dΦ = 0, ovvero Φ = cost, si ottiene l’equazione della linea equipotenziale:  udx + vdy = 0          (1.37)  È possibile inoltre ricavare l’equazione delle linee di flusso o di corrente. Per la definizione di velocità si ha: 
�
u = dxdtv = dydt   ed, eliminando dt, otteniamo l’equazione cercata:  dxu = dyv  che può essere scritta anche come   udy − vdx = 0  analoga all’equazione (1.6) già fornita al §1.2.2. Anche quest’ultima relazione rappresenta un differenziale esatto ed esisterà quindi una funzione ψ, detta funzione di corrente poiché ψ assume un valore costante lungo una linea di corrente. Si ha quindi la formula differenziale: dψ = ∂ψ
∂x dx + ∂ψ∂y dy = 0  valore sempre nullo poiché siamo appunto su di una linea di corrente. Dalla precedente si ottiene la definizione della funzione di corrente:  
⎩
⎨
⎧ 𝐮𝐮 = 𝐝𝐝𝛙𝛙
𝐝𝐝𝛛𝛛
𝛒𝛒 = −𝐝𝐝𝛙𝛙
𝐝𝐝𝐱𝐱
          (1.38) 
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⎩
⎨
⎧u = dΦdxv = dΦdy   fornisce le cosiddette relazioni di Cauchy-Riemann:  
⎩
⎨
⎧
𝐝𝐝𝚽𝚽
𝐝𝐝𝐱𝐱
= 𝐝𝐝𝛙𝛙
𝐝𝐝𝛛𝛛
𝐝𝐝𝚽𝚽
𝐝𝐝𝛛𝛛
= −𝐝𝐝𝛙𝛙
𝐝𝐝𝐱𝐱
          (1.39) 
 Studiamo quindi la relazione tra le linee di flusso e le linee equipotenziali. Dall’equazione della linea equipotenziale (1.37) possiamo derivare l’espressione della derivata della linea stessa in un generico punto:  dydx = −uv  e, analogamente, è possibile fare lo stesso con l’equazione della linea di corrente (6):  dydx = vu  Perciò, poiché la derivata di una curva in un punto generico rappresenta il coefficiente angolare della retta tangente alla curva in quel punto, si ha che le due precedenti relazioni rappresentano proprio l’inclinazione delle generiche tangenti alle due categorie di curve. Si osserva che i due coefficienti angolari sono l’uno l’inverso dell’altro, cambiato di segno oppure, in altre parole, che il loro prodotto vale -1. Ciò corrisponde alla condizione di ortogonalità tra due rette, pertanto siamo in presenza di due famiglie di rette mutuamente ortogonali tra loro, che costituiscono il cosiddetto reticolo idrodinamico.  
Osservazione. Il significato fisico della funzione di corrente ψ è legato alla propria definizione (1.38) u = dψ dy⁄  ad esempio, che in termini finiti ∆ψ = u∆y rappresenta la portata che defluisce nel tubo di flusso tra due linee di corrente contigue. Invece dalla definizione di potenziale della velocità (1.32) u = dΦ dx⁄ , ad esempio, ricaviamo in termini finiti l’espressione ∆Φ = u∆x = 𝛤𝛤, che rappresenta la circuitazione tra due linee equipotenziali. Per un percorso chiuso si ricava Γ = u∆x − u∆x = 0, che corrisponde infatti alla condizione di irrotazionalità del moto.                           Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             53 
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1.12 L’equazione di Poisson e l’equazione di Laplace L’unica componente del rotore per il moto piano, dalla definizione (1.30), risulta:  
Ω = ∂v
∂x − ∂u∂y = 2ω  Ricordando la precedente definizione (1.38) della funzione di corrente ψ, sostituendola nella precedente si ottiene l’equazione di Poisson per il moto rotazionale:  
∂2ψ
∂x2 + ∂2ψ∂y2 = −2ω          (1.40)  la quale, nel caso di moto irrotazionale, si riduce all’equazione di Laplace:  
∂2ψ
∂x2 + ∂2ψ∂y2 = 0          (1.41)  Formulata però in termini della funzione di corrente, l’equazione di Laplace vale solo per il moto piano, mentre l’analoga che ha per argomento il potenziale della 
velocità Φ vale anche nello spazio tridimensionale. L’equazione di Laplace purtroppo solo in teoria il problema fondamentale dell’idrodinamica, cioè quello della determinazione del campo di moto. Infatti essa risulta difficile da integrare analiticamente (se non ricorrendo a metodi numerici), tanto che sono stati sviluppati metodi alternativi per la sua risoluzione, come il metodo delle singolarità idrodinamiche e il metodo della trasformazione conforme.  
Osservazione. Proviamo a fornire una soluzione teorica dell’equazione di Laplace nella sua formulazione che ha per argomento il potenziale della velocità 
Φ:  
∂2Φ
∂x2 + ∂2Φ∂y2 = 0   →    ∇2Φ = 0  Tale equazione è soddisfatta, ad esempio, in 3 (o in 2 se le simmetrie del problema  riducono la dimensione): 
− dal potenziale elettrostatico nei punti dello spazio privi di carica 
elettrica; 
− dal potenziale gravitazionale nei punti dello spazio privi di materia; 
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− dalla temperatura di un corpo in equilibrio termico, nei punti in cui non sono presenti pozzi o sorgenti di calore. In 2 : 
− dall'altezza, rispetto al piano orizzontale, di una membrana elastica su cui non agiscono forze esterne, in equilibrio.  Dal momento che l'equazione di Laplace è invariante sotto rotazione, si cercano soluzioni di tipo radiale, dipendenti solamente dalla variabile:  r = |x| = (x12 + x22+. . . +xn2)1 2�  Si consideri quindi la funzione radiale10 seguente:  
Φ(x) = f(r), con v: (0, +∞) →   tale che l’equazione di Laplace continui a valere. Ponendo ρ = |x|, per il teorema di derivazione delle funzioni composte si ha:  
∂Φ
∂xi (x) = f ′(ρ) ∂ρ∂xi = f ′(ρ) xiρ   poiché  
∂r
∂xi = ∂ρ∂xi = 2xi2 ∙ (x12 + x22+. . . +xn2)−1 2� = xiρ   Quindi, procedendo con la derivata seconda si ottiene:  
∂2Φ
∂xi2 (x) = ∂∂xi �f ′(ρ) xiρ � = f ′′(ρ) �xiρ�2 + f ′(ρ) ∙ ρ − xi
2
ρ
ρ2= f ′′(ρ) �xi
ρ
�
2 + f ′(ρ) ∙ ρ2 − xi2
ρ3
  Si ha quindi che il laplaciano del potenziale di velocità Φ può essere espresso come:  
10 Si tratta di una funzione dipendente unicamente dalla distanza dall’origine, con grafico che può quindi essere ruotato attorno all’origine e la cui espressione può essere riscritta come f(x) = g(x2 + y2) = g(ρ) con ρ distanza dall’origine del generico punto del grafico della funzione o raggio che collega il punto all’origine.                            Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             55 
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∆Φ = ∇2Φ = �∂2Φ
∂xi2 = ��f ′′(ρ) �xiρ�2 + f ′(ρ) ∙ ρ2 − xi2ρ3 � =ni=1ni=1   = f ′′(ρ)
ρ2
∙� xi2n
i=1
+ f ′(ρ)
ρ3
∙�(ρ − xi2)n
i=1
= f ′′(ρ)
ρ2
∙ ρ2 + f ′(ρ)
ρ3
∙ (n − 1)ρ2 =  = f ′′(ρ) + (n − 1)
ρ
f ′(ρ)  Cercare soluzioni radiali di ∆Φ(x) = 0 è quindi ricondotto alla risoluzione dell’equazione differenziale ordinaria seguente:  f ′′(ρ) + (n − 1)
ρ
f ′(ρ) = 0 ,   in (0, +∞) 11  L’equazione risulta del secondo ordine, ma è possibile abbassarla di grado ponendo  v = f ′ tramite cui si passa a:  v′(ρ) + (n − 1)
ρ
v(ρ) = 0 ,   in (0, +∞)  Si tratta di una equazione a variabili separabili, la quale, a parte ammettere la soluzione banale v = 0, può essere riscritta come:  dvv = − (n − 1)ρ  da cui si ricava  log v = (1 − n) log ρ + c1    →    v = c2 ∙ ρ1−n  con c2 costante che caratterizza la singola soluzione in funzione delle condizioni al contorno. Per trovare f(r) dobbiamo eseguire adesso una integrazione: poiché avevamo definito v = f ′, si ha:  
11 È interessante dal punto di vista fisico che la funzione soddisfi l’equazione fuori dall’origine, che corrisponde, ad esempio, al caso di potenziale generato da una carica puntiforme posta nell’origine.                           Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             56 
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ρn−2
+ c3   con, nuovamente, c3 costante che caratterizza la singola soluzione in funzione delle condizioni al contorno.  In definitiva troviamo che soluzioni radiali dell’equazione di Laplace in tutto n \ {0} sono:  
�
𝐮𝐮(𝐱𝐱) = 𝐜𝐜𝟐𝟐|𝐱𝐱|𝐧𝐧−𝟐𝟐 + 𝐜𝐜𝟑𝟑 ,   𝐬𝐬𝐞𝐞 𝐧𝐧 ≥ 𝟑𝟑
𝐮𝐮(𝐱𝐱) = 𝐜𝐜𝟐𝟐 𝐥𝐥𝐜𝐜𝐠𝐠|𝐱𝐱| + 𝐜𝐜𝟑𝟑 ,   𝐬𝐬𝐞𝐞 𝐧𝐧 = 𝟐𝟐   dette rispettivamente potenziale newtoniano e potenziale logaritmico.  
1.13 L’analogia di Lighthill Una delle modalità più note per derivare in maniera analiticamente corretta l’equazione dell’onda di D’Alembert (1.36) dalle più generiche equazioni di Navier-Stokes (1.24) può essere mutuata dall’ambito dell’aeroacustica e viene detta analogia di Lighthill.  Si assume che l'ascoltatore sia circondato da un fluido di riferimento in quiete (p0; ρ0; s0; c0 uniformemente costanti e v0 = 0) nel quale le piccole perturbazioni seguono esattamente l'equazione dell'onda (1.36). L'idea chiave di Lighthill è quella di ricavare, a partire dall'equazione della continuità (1.10) (con Qm=0) e da quella della quantità di moto (1.21), un'equazione d'onda non omogenea che si riduce a quella omogenea (1.36) nella regione che circonda l'ascoltatore.  Facendo la derivata nel tempo dell'equazione di continuità (1.10) e sottraendo da questa la divergenza dell'equazione della quantità di moto (1.21) si ottiene:  
∂2ρ
∂t2 = ∂2∂xi ∂xj �pij + ρuiuj� − ∂fi∂xi  Aggiungendo il termine 𝑐𝑐0−2 ∂2𝑝𝑝′∂t2  ad entrambi i membri ed utilizzando la proprietà di invarianza delle componenti normali del tensore degli sforzi si può riscrivere la precedente equazione come segue:  
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  1co2 ∂2p′∂t2 − ∂2p′∂xi2 = ∂2∂xi ∂xj �ρuiuj − σij� − ∂fi∂xi + ∂2∂t2 �p′co2 − ρ′�  nella quale le perturbazioni p’ e ρ’ sono definite come  p′ = p − p0     e     ρ′ = ρ − ρ0  Si nota che le quantità ρ’/ρ e p’/p0 sono piccole nella regione della sorgente e l’equazione è esatta e valida per qualsiasi valore di c0. Scegliendo come valori di p0 e c0 quelli del fluido di riferimento si ottiene esattamente l’equazione dell’onda o di D’Alembert (1.36) poiché il membro di destra risulta trascurabile. Di fatto l’equazione enunciata è una generalizzazione delle equazioni di Navier-Stokes e tale considerazione implica che essa non introduce nessuna approssimazione, ma è esatta.  Inoltre non aggiunge alcuna informazione aggiuntiva rispetto a quelle contenute nelle equazioni di continuità e di conservazione della quantità di moto. Il set di incognite rimane infatti lo stesso. Una delle idee centrali di Lighthill è che se il termine di entropia e le forze esterne sono trascurabili, il flusso produce suono solo alle alte velocità, cioè in corrispondenza di elevati numeri di Reynolds.  
1.14 Il caso del fluido perfetto o ideale Un fluido perfetto o ideale è un fluido a densità costante, cioè con  dρdt = 0  →   ρ = cost          (1.42)  ovvero incomprimibile, e supposto privo di viscosità, cioè con  
ν = 0          (1.43)  
da cui segue che, in base alla legge di Newton, anche le azioni tangenziali τ risultano nulle, come le componenti di sforzo con indice misto del tensore degli sforzi T, Tx, Ty e Tz. Il legame costitutivo di un fluido ideale risulta, per quanto appena detto, essere la legge di Pascal o principio di isotropia della pressione: secondo questa legge gli sforzi normali sono tra loro uguali, indipendenti dal generico piano di giacitura passante per il punto di applicazione dello sforzo sulla superficie del fluido e sono pari alla pressione p. 
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Φnx = Φn�����⃗ ∙ ı⃗ = ��Φxxı⃗ + Φxyȷ⃗ + Φxzk�⃗ � ∙ nx + �Φyxı⃗ + Φyyȷ⃗ + Φyzk�⃗ � ∙ ny+ �Φzxı⃗ + Φzyȷ⃗ + Φzzk�⃗ � ∙ nz� ∙ ı⃗ = Φxxnx + Φyxny + Φzxnz= Nxnx + Tzny + Tynz  che si riduce, proprio in virtù del fatto che gli sforzi tangenziali sono nulli per l’assenza della viscosità, a: 
Φnx = Φxxnx = Nxnx  Analogamente per le altre componenti, per cui, se le azioni tangenziali sono nulle sulle facce coordinate, Φn�����⃗  sarà diretto come n�⃗  e quindi tutte le sue componenti normali saranno uguali tra loro e pari a:  
Φxx = Φ𝑦𝑦𝑦𝑦 = Φ𝑧𝑧𝑧𝑧 = p oppure Nx = Ny = Nz = p  Posso, in alternativa, considerare un elemento fluido prismatico a sezione triangolare, nel quale vado a trascurare le forse d’inerzie e di massa in quanto infinitesimi di ordine superiore rispetto alle forze di superficie. Valutando l’equilibrio dell’elemento lungo l’asse x, con px pressione agente sulla faccia normale all’asse x, si ottiene:  pxdy = pndl senα  →   pxdy = pndy  →   px = pn  e analogamente lungo la direzione y, per cui  px = py = pn = p  
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Dato che l’angolo α è del tutto arbitrario,  nel caso di fluido ideale lo sforzo in un punto della superficie, oltre che essere sempre diretto come la normale al piano passante per il punto, è anche indipendente dall’orientamento del piano stesso. Potendo poi trascurare gli effetti della viscosità, si ha il vantaggio di dover studiare il campo scalare della pressione, e non più il tensore degli sforzi T, per poter determinare lo stato di tensione interno del fluido.  
1.14.1 Dalle equazioni di Navier-Stokes a quelle di Eulero Se si introducono le ipotesi (1.42), (1.43) nelle equazioni di Navier-Stokes (24), che ricordiamo di seguito  
ρ �f⃗ − ∂u�⃗
∂t − u�⃗ ∙ div u�⃗ � = ∇p − (λ + µ)∇(∇ ∙  u�⃗ ) − µ∇2u�⃗     si ottengono le equazioni del moto per un fluido ideale o perfetto. Infatti:  
− l’ipotesi di fluido non viscoso (ν=0) comporta l’annullarsi dell’ultimo termine delle equazioni di Navier-Stokes:  
µ∇2u�⃗ = 0  
− l’ipotesi di fluido incomprimibile (ρ=cost) comporta che l’equazione di continuità si riduca dalla (10) alla (12), ovvero:  
∇ ∙  u�⃗ = div u�⃗ = 0  →   (λ + µ)∇(∇ ∙  u�⃗ ) = 0   annullando così il termine contenente la divergenza del vettore velocità.  In definitiva, le equazioni di Navier-Stokes nel caso di fluido ideale si riducono alle equazioni di Eulero:  
− in forma vettoriale:  
𝛒𝛒�𝐟𝐟 −
𝐝𝐝𝐮𝐮�⃗
𝐝𝐝𝛛𝛛
� = 𝛁𝛁𝐜𝐜          (1.44i) 
 
− in forma scalare:  
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⎩
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧𝛒𝛒 �𝐟𝐟𝐱𝐱 −
𝐝𝐝𝐮𝐮
𝐝𝐝𝛛𝛛
� = 𝐝𝐝𝐜𝐜
𝐝𝐝𝐱𝐱
𝛒𝛒 �𝐟𝐟𝛛𝛛 −
𝐝𝐝𝛒𝛒
𝐝𝐝𝛛𝛛
� = 𝐝𝐝𝐜𝐜
𝐝𝐝𝛛𝛛
𝛒𝛒 �𝐟𝐟𝛛𝛛 −
𝐝𝐝𝛒𝛒
𝐝𝐝𝛛𝛛
� = 𝐝𝐝𝐜𝐜
𝐝𝐝𝛛𝛛
          (1.44ii) 
 Queste potrebbero essere ottenute anche valutando l’equilibrio su di un generico volume infinitesimo di forma prismatica, sul quale si considerino come agenti soltanto forze di volume e forze di superficie normali. Come tutte le altre equazioni del moto, si tratta di equazioni differenziali la cui risoluzione richiede la precisazione di specifiche condizioni al contorno ed, eventualmente, anche di condizioni iniziali, nel caso di moto vario o non permanente. Costituendo esse una pesante approssimazione delle proprietà del fluido (nonostante spesso l’acqua sia modellata come un fluido ideale perché ha una bassa viscosità ed un elevato modulo di comprimibilità), si ha che valgono soltanto per elevati numeri di Reynolds e lontano dalle pareti solide e da scie vorticose, situazioni in cui si hanno elevati gradienti di velocità, cioè brusche variazioni nel campo delle velocità del fluido. Generalmente le equazioni di Eulero si applicano conoscendo la densità del fluido e le forze di massa per unità di massa su di esso applicate: le incognite saranno costituite dalla pressione e dalle componenti di velocità. In presenza di quattro incognite, il problema fluidodinamico classico verrà risolto con il sistema formato dalle tre equazioni scalari del moto, unite all’equazione scalare di continuità.  
Osservazione. Le equazioni di Eulero (1.44) si ricavano anche con le seguenti ipotesi semplificative:  
− fluido incomprimibile, da cui, come in precedenza, si ottiene l’annullamento della divergenza del vettore velocità in virtù dell’equazione di continuità:  
∇ ∙  u�⃗ = div u�⃗ = 0  →   (λ + µ)∇(∇ ∙  u�⃗ ) = 0  
− moto irrotazionale, che implica l’annullamento del laplaciano per gradienti nulla, fatto che si verifica quando il moto si genere in lontananza dai corpi solidi:  
∇2u�⃗ = rot(rot u�⃗ ) = 0   
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µ∇2u�⃗ = 0  È doveroso però sottolineare che ciò non significa che le tensioni viscose agenti sul fluido siano nulle (come nel caso di fluido perfetto), ma che esse sono 
autoequilibrate e quindi il fluido si comporta di conseguenza, dal punto di vista delle equazioni del moto, come se fosse ideale, anche se in realtà non lo è.  Il fatto che, per l’irrotazionalità del moto, rot u�⃗ = 0, implica la possibilità di definire, secondo le (1.42), una funzione potenziale tale che u�⃗ = grad Φ. Sostituendo questa relazione nella equazione di continuità per un fluido incomprimibile (1.12) si ricava:  div u�⃗ = div(grad Φ) = ∇2Φ = ∆Φ = 0  che corrisponde alla già citata (1.41) equazione di Laplace.  
1.14.2 L’idrostatica Nel caso di velocità nulle le equazioni di Eulero si riducono alle seguenti:  
− in forma vettoriale: 
∇p = ρf⃗          (1.45i)  
− in forma scalare:  
∂p
∂xi = ρfi          (1.45ii)  in cui f⃗ sono forze di massa per unità di massa ed hanno le dimensioni di un’accelerazione, per cui possono essere direttamente sostituite con una accelerazione.  Esprimendo la (1.45i) in forma scalare (1.45ii) e moltiplicando ambo i membri per dxi, si ottiene: 
∂p
∂xi dxi = ρaidxi  ma per la convenzione di sommatoria il primo membro costituisce un differenziale esatto e quindi le precedenti possono essere scritte come 
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𝐜𝐜 = 𝛄𝛄𝛛𝛛 + 𝐜𝐜𝟎𝟎         (1.46)  con p0 pressione di riferimento, in genere presa pari alla pressione atmosferica. Se nella (1.46) eliminiamo p0 da ambo i membri, otteniamo l’espressione della 
pressione relativa: p = γz  la quale può essere integrata per ricavare il valore della spinta idrostatica S agente su di una superficie. Nel caso di una parete verticale di altezza h abbiamo, ad esempio:  dS = γzdz  →   S = γ ∙ � zdzh
o
= 12 γh2  Quest’ultima evidenzia come la spinta dipenda in generale dal carico e non dal volume: relativamente al caso descritto, al di là della parete verticale possono essere presenti pochi centimetri d’acqua come addirittura un fiume, ma in ogni caso la spinta, a parità di altezza h della parete, non varia.  
1.14.3 Dall’equazione di D’Alembert all’equazione di Laplace Nello studio di un fluido perfetto dal punto di vista del fenomeno della propagazione delle onde, quindi utilizzando un approccio acustico, è sufficiente introdurre nella forma estesa  dell’equazione di D’Alembert (1.36) l’ipotesi di incomprimibilità del fluido (1.42). Infatti l’equazione stessa, attraverso le ipotesi di partenza, precedenti alla formulazione dell’equilibrio dinamico su di un volumetto elementare, trascura a priori il comportamento viscoso del fluido, ponendo ν = 0, ed introduce anche l’ipotesi di moto potenziale al fine di poter scrivere il sistema dato dalle equazioni del moto più l’equazione di continuità nella forma di un’unica equazione, che è proprio l’equazione di D’Alembert. Aggiungendo quindi l’ipotesi di incomprimibilità del fluido, cioè di ρ = cost, si ottiene che:                           Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             63 
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⎩
⎪
⎨
⎪
⎧ per la (5)   c = �ε
ρper la (3)   ε = − dpdV V�
 
 e, se il fluido è incomprimibile, ad una generica variazione di pressione dp corrisponderà una variazione di volume dV nulla, la quale farà tendere all’infinito il modulo di comprimibilità e, con esso, la velocità del suono nel fluido c:  
𝐬𝐬𝐞𝐞 𝛒𝛒 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐬𝐬𝛛𝛛,   𝛆𝛆 → +∞    e, di conseguenza,   𝐜𝐜 → +∞ 
 Quanto appena evidenziato comporta, nell’equazione di D’Alembert (1.36), l’annullamento del termine al secondo membro:  
∇2Φ = 1c2 ∙ ∂2Φ∂t2      →      per c → +∞,     𝛁𝛁𝟐𝟐𝚽𝚽 = 𝟎𝟎 
 riconducendo l’equazione di D’Alembert alla già nota equazione di Laplace (1.41), delle quale abbiamo già fornito una soluzione analitica al §1.12.  
1.15 Conclusioni Il problema fluidodinamico classico consiste nell’andare a risolvere lo stato di moto del fluido individuando tutte le proprietà che lo caratterizzano: campo di velocità, pressione e componenti del tensore degli sforzi, che definiscono lo stato di tensione del fluido. 
1.15.1 L’approccio classico con le equazioni di Navier-Stokes L’approccio classico utilizzato è quello che fa ricorso alle equazioni di 
Navier-Stokes (1.24), le quali descrivono il moto di un fluido in presenza di un flusso continuo, che interessa tutte le particelle del fluido e che globalmente si riscontra in uno stato di molto complessivo del fluido stesso. Queste partono dalle seguenti semplici ipotesi:  
− fluido reale, cioè dotato di valori finiti di viscosità e comprimibilità; 
− fluido newtoniano, ovvero nel quale le tensioni tangenziali sono legate al gradiente della velocità in direzione normale alla parete solida, con coefficiente di proporzionalità pari alla viscosità dinamica, secondo la legge di Newton (1.1).                            Capitolo 1 – Le equazioni fondamentali della fluidodinamica                             64 
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− tre equazioni scalari di equilibrio dinamico (equazioni di Cauchy o 
indefinite del moto) (1.15) o, indifferentemente, di conservazione della 
quantità di moto (1.22), le quali legano le componenti di velocità con la 
pressione; 
− una equazione scalare di continuità (1.10), che lega la densità con le 
componenti di velocità; 
− sei equazioni scalari di legame costitutivo (1.23), che legano le componenti di tensione con la pressione e con le componenti di velocità.  Il problema risulta ben posto e determinato perché si hanno a disposizione dieci equazioni nelle dieci incognite seguenti:  
− le tre componenti del campo di velocità: u(x, y, z, t)     v(x, y, z, t)     z(x, y, z, t) 
− la pressione p(x, y, z, t); 
− le sei componenti indipendenti di sforzo superficiale: 
Φij(x, y, z, t).  Se si va poi ad inserire il legame costitutivo nelle equazioni di Cauchy o, indifferentemente, in quelle di conservazione della quantità di moto, si ottengono le equazioni di Navier-Stokes (1.24), ricordate di seguito nella loro forma scalare:  
𝛒𝛒�𝐟𝐟𝐢𝐢 −
𝛛𝛛𝐮𝐮𝐢𝐢
𝛛𝛛𝛛𝛛
− 𝐮𝐮𝐢𝐢 ∙
𝛛𝛛𝐮𝐮𝐢𝐢
𝛛𝛛𝐱𝐱𝐢𝐢
� = 𝛛𝛛𝐜𝐜
𝛛𝛛𝐱𝐱𝐢𝐢
− (𝛌𝛌 + 𝛍𝛍) 𝛛𝛛
𝛛𝛛𝐱𝐱𝐢𝐢
�
𝛛𝛛𝐮𝐮𝐢𝐢
𝛛𝛛𝐱𝐱𝐢𝐢
� − 𝛍𝛍
𝛛𝛛𝟐𝟐𝐮𝐮𝐢𝐢
𝛛𝛛𝐱𝐱𝐢𝐢𝟐𝟐
   
Osservazione. Andare ad introdurre il legame costitutivo (1.23) nelle equazioni di equilibrio dinamico o indefinite del moto di Cauchy (1%) o in quelle di conservazione della quantità di moto (1.22) si ottiene, in entrambi i casi, la medesima formulazione per le equazioni di Navier-Stokes. Infatti le due tipologie di equazioni hanno una formulazione del tutto analoga: l’espressione differenziale scalare della conservazione della quantità di moto  
ρ �
∂ui
∂t + ui ∙ div u�⃗ � = ρfi + �div T�i  può essere facilmente ricondotta a quella delle equazioni di Cauchy  
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− il termine �∂ui
∂t
+ ui ∙ div u�⃗ � esprime semplicemente la derivata sostanziale dui
dt
 che compare nelle equazioni si Cauchy; 
− il termine che indica le forze di massa per unità di massa fi è, dimensionalmente, del tutto analogo ad una accelerazione ai; 
− i termini di divergenza del tensore degli sforzi coincidono.  Introducendo poi opportune ipotesi semplificative, è possibile ricondurre la forma delle equazioni di Navier-Stokes a quella (1.44) delle equazioni di Eulero:  1. fluido perfetto: densità ρ costante e viscosità ν nulla;  2. fluido incomprimibile (ρ=cost e c → +∞) e moto irrotazionale (rot u�⃗ = 0 → ∇2u�⃗ = rot(rot u�⃗ ) = 0 ) .  Entrambi i gruppi di ipotesi permettono quindi di semplificare la forma delle equazioni di Navier-Stokes in quella delle equazioni di Eulero (1.44)  
ρ �fi − duidt � = dpdxi  ma è opportuno precisare che, mentre per il primo set di ipotesi si va a studiare il moto di un fluido realmente ideale o perfetto, per il secondo set di ipotesi si tratta di indagare un fluido fittiziamente perfetto poiché l’irrotazionalità del moto annulla il termine viscoso delle equazioni di Navier-Stokes, senza però implicare che gli sforzi tangenziali siano nulli. La viscosità infatti non si annulla, gli sforzi tangenziali costituiscono un sistema autoequilibrato e, dal punto di vista delle condizioni del moto, il fluido si comporta come se fosse perfetto.  
1.15.2 L’approccio acustico con l’equazione di D’Alembert Un approccio più semplificato al problema è quello di andare ad indagare il moto del fluido come un moto di natura acustica, cioè come un moto di trasmissione di pressione e quantità di moto tra una particella fluida e l’altra sotto forma di oscillazione ondulatoria attorno ad una posizione media, mentre però il fluido nella sua globalità resta fermo. Un moto del genere è indagato con l’equazione delle onde o di D’Alembert (1.36) e introduce delle ipotesi molto più restrittive e semplificative:  
− fluido privo di viscosità (μ=0) (1.43), cioè si trascurano i fenomeni di natura viscosa, come se andassimo ad indagare il moto del fluido sempre 
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sono nulli; 
− piccole oscillazioni (1.26) delle particelle attorno alla loro posizione media, ipotesi che permette di dire che anche la variazione di pressione e, conseguentemente, la variazione di densità dovuta alla comprimibilità del fluido sono contenute.  Il sistema delle equazioni che risolvono il problema è composto da:  
− tre equazioni scalari di equilibrio dinamico (1.29) del tipo  
ρ ∙
duidt = −(∇p)i  
le quali legano le componenti di velocità con la pressione; 
− una equazione scalare di continuità (1.11), che lega la densità con le componenti di velocità  
∂ρ
∂t = −∇ ∙ (ρu�⃗ );  Il problema risulta ben posto e determinato perché si hanno a disposizione dieci equazioni nelle dieci incognite seguenti:  
− le tre componenti del campo di velocità: u(x, y, z, t)     v(x, y, z, t)     z(x, y, z, t) 
− la pressione p(x, y, z, t).  Introdurre poi una espressione che rappresenti un legame costitutivo per il fluido (28), legando le variazioni di pressione e densità con una caratteristica di comprimibilità del fluido, permette appunto di far comparire nell’espressione dell’equazione di continuità la comprimibilità stessa del fluido:  
∂p
∂ρ
= c2 ma 
⎩
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧ c = �ε
ρ
ε = dpdρ
ρ�
  →   c2 = ε
ρ
= dpdρ ρ⁄
ρ
= dpdρ ∙ ρ
ρ
= dpdρ 
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𝛛𝛛𝐜𝐜
𝛛𝛛𝛛𝛛
= −𝛒𝛒 ∙ 𝐜𝐜𝟐𝟐 ∙ 𝐝𝐝𝐢𝐢𝛒𝛒 𝐮𝐮�⃗  
 Introducendo poi l’ulteriore ipotesi di moto potenziale, si può ammettere 
l’esistenza di una funzione potenziale Φ per la velocità (1.32) ed unire il sistema dato dall’equazione di continuità e dall’equazione (vettoriale) di equilibrio dinamico in una sola equazione, l’equazione di D’Alembert (1.36) per l’appunto:  
𝛁𝛁𝟐𝟐𝚽𝚽 = 𝟏𝟏
𝐜𝐜𝟐𝟐
∙
𝛛𝛛𝟐𝟐𝚽𝚽
𝛛𝛛𝛛𝛛𝟐𝟐
  Se poi si pensa anche al caso di fluido incomprimibile, cioè con densità ρ costante e c → +∞, si ottiene una formulazione ancora più semplice, che prende il nome di equazione di Laplace (41):  
𝛁𝛁𝟐𝟐𝚽𝚽 = 𝟎𝟎  
1.15.3 Confronto tra i due approcci Fondamentalmente l’approccio classico, che si basa sulle equazioni di Navier-Stokes, permette di risolvere lo stato di moto di un qualsiasi fluido reale newtoniano in condizioni di moto qualsiasi. L’approccio acustico, trascurando la viscosità del fluido, si applica quindi soltanto a fluidi reali comprimibili o a fluidi reali non comprimibili (o ideali), ma con lo scopo di indagarne stati di moto in cui il fluido globalmente permane in uno stato di quiete, mentre le singole particelle oscillano attorno ad una posizione d’equilibrio, trasmettendo così l’una alle adiacenti una certa quantità di moto.            
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Capitolo 2. Confronto tra indicazioni normative a livello 
internazionale  La valutazione della sicurezza strutturale di un qualsiasi manufatto richiede la conoscenza dettagliata non solo delle sue caratteristiche geometriche e meccaniche, ma anche delle azioni che agiscono su di esso.  Nel caso delle dighe a gravità, se da un lato le incertezze sul peso proprio, sul carico idrostatico e sulla spinta del ghiaccio sono limitate, compito ben diverso è l’andare a valutare l’effetto prodotto dalle azioni sismiche, dai sedimenti distribuiti a monte dello sbarramento sul fondo del bacino e delle sottopressioni. Mentre un eventuale errore di valutazione su una delle azioni del primo gruppo di azioni non comporterebbe una variazione significativa della risposta strutturale, per quanto riguarda la stima delle azioni appartenenti al secondo gruppo si riscontra una notevole variazione nella loro entità da caso a caso. Infatti i sedimenti di fondo, spesso presenti nei bacini di dighe esistenti a causa del processo di interrimento dovuto al trasporto solido dei corsi fluviali, possono giocare un ruolo importante di possibile mitigazione dell’azione sismica per effetto della loro capacità smorzante. Per contro l’effetto dell’azione sismica, agente non solo sul terreno di fondazione della diga, ma anche su quello di tutto il bacino, conduce all’insorgere di sovrapressioni nell’acqua, dette pressioni idrodinamiche, le quali si vanno a sommare al regime di pressione idrostatica presente in stato di quiete, generando un incremento delle azioni instabilizzanti agenti sul paramento di monte del corpo diga. È evidente l’esigenza di disporre di strumenti per poter valutare le suddette pressioni idrodinamiche, in modo da poterle includere tra le azioni da considerare in fase di progetto e di verifica di una diga. La fonte diretta dalla quale attingere informazioni del genere è la normativa tecnica: si procede quindi riportando le disposizioni tecniche in materia di sbarramenti vigenti in Italia, come quelle vigenti in altri paesi europei (Francia, Portogallo, Spagna, Regno Unito, Svezia, Norvegia) ed extraeuropei (India, Stati Uniti), non solo nei riguardi del computo delle azioni, ma anche dei metodi di analisi e delle verifiche. Per ogni paese analizzato sarà precisato se le indicazioni tecniche riportate abbiano valore di legge o siano soltanto contenute in linee guida.  
2.1 Italia 
2.1.1 Inquadramento normativo In Italia la normativa tecnica in materia di progettazione di dighe è stata aggiornata molto recentemente. Infatti fino a poco tempo fa la normativa    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    69 
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la costruzione di dighe di sbarramento” [1].   Un aggiornamento di questo regolamento tecnico, che lo adeguasse ed armonizzasse con le attuali Norme Tecniche per Costruzioni (NCT), di cui al D.M. 14/01/2008 [2], era stato proposto con il voto n.204/2009 sotto il nome di “Proposta di aggiornamento delle norme tecniche per la progettazione e 
costruzione degli sbarramenti di ritenuta (dighe e traverse)”. Esso è stato recentemente approvato con il D.M. 25/06/2014, dal nome di “Norme tecniche 
per la progettazione e la costruzione degli sbarramenti di ritenuta (dighe e 
traverse)” [3], ed è entrato in vigore lo scorso 07/08/2014, a trenta giorni dalla pubblicazione sulla Gazzetta Ufficiale n°156 dell’08/07/2014. Riportiamo comunque di seguito le prescrizioni relative ad entrambi i Regolamenti, quello appena entrato in vigore ed il precedente, in modo anche da evidenziare le principali novità introdotte. 
2.1.2 Prescrizioni normative In sede di progettazione le verifiche di sicurezza da eseguire sul corpo diga, idoneamente estese fino alla fondazione, devono interpellare le azioni di peso proprio della struttura e di spinta dell’acqua per un livello del serbatoio pari alla quota di massimo invaso, le sottopressioni e le coazioni termiche e da ritiro. Nel caso di realizzazione del manufatto in zona dichiarata come sismica nelle verifiche di sicurezza devono essere comprese anche le azioni inerziali della massa strutturale e dell’acqua. Focalizzando la nostra attenzione sulle azioni di spinta idrodinamica dell’acqua e di sottopressione, si riporta quanto la normativa italiana prescrive in materia. Segue poi un resoconto delle verifiche statiche richieste dalla normativa stessa ed un resoconto delle indicazioni fornite in materia di modellazione ed analisi della struttura diga. 
2.1.2.1 Azione inerziale dell’acqua invasata le azioni di inerzia dell'acqua, i cui effetti sono da aggiungere a quelli di inerzia della massa muraria, saranno assimilate ad una distribuzione continua di pressione normale al paramento di monte di intensità pari a [1]   
𝐏𝐏 =  𝐂𝐂 𝛄𝛄 𝐜𝐜 𝛛𝛛𝟎𝟎          (2.1)     in cui: 
- C è il coefficiente di intensità sismica, pari a  C = S − 2100           (2.2)  
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- γ è il peso per unità di volume dell'acqua; 
- y0 è la differenza tra la quota massima d'invaso come in appresso specificata e la quota del punto più depresso dell'alveo naturale in 
corrispondenza del parametro di monte della struttura; 
- c è la funzione  c = cm2 � yy0 �2 − yy0� + � yy0 �2 − yy0�� 12          (2.3)   in cui y è la differenza tra la quota massima di invaso e la quota del punto generico del paramento a cui è associata la pressione p sopra indicata e cm è un coefficiente dipendente dall'angolo α di inclinazione del parametro rispetto alla verticale, a cui sono da attribuire i seguenti valori (da interpolare per valori dell'angolo non compresi nella tabella):  
α  [deg] 0 5 10 20 40 ≥ 60 
cm  [/] 0,74 0,70 0,67 0,60 0,45 0,30 
 
Tabella 2.1 - Valori del coefficiente cm Se il parametro di monte ha inclinazione non costante, è da assumere per cm il valore medio pesato in base all'estensione dei singoli tratti di diversa inclinazione fra i valori sopra indicati con riferimento alla 
sezione maestra; per le eventuali zone con inclinazione negativa (a strapiombo) verrà assunto per cm il valore 0,74. La proposta di aggiornamento del 2009, corrispondente all’attuale D.M. 25/06/2014 [3],  propone una formula leggermente modificata per l’azione inerziale dovuta alla massa d’acqua invasata, precisando che essa rappresenta una distribuzione di pressione sul paramento di monte della diga nel caso di corpo diga sufficientemente rigido:  
𝐜𝐜 = 𝐚𝐚 𝛒𝛒 𝐜𝐜 𝛛𝛛𝟎𝟎          (2.4)  in cui: 
- a rappresenta l’accelerazione orizzontale massima al sito e intende sostituire il vecchio coefficiente di intensità sismica C; 
12 Nel testo ufficiale del D.M. 24/03/1982 il coefficiente “2” al radicando del membro di destra della formula è erroneamente stato sostituito con un “1”. Si è riportata la formulazione corretta.    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    71 
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- ρ è la massa per unità di volume dell’acqua (il prodotto a·ρ è quindi 
dimensionalmente omogeno con quello C·γ della precedente 
espressione); 
- y0 rappresenta ancora la differenza tra la quota dell’acqua presente nella combinazione sismica e la quota del punto più depresso 
dell’alveo naturale al piede del paramento; 
- il coefficiente c è ancora rappresentato dalla funzione  c = cm2 � yy0 �2 − yy0� + � yy0 �2 − yy0��           (2.5)   in cui y rappresenta ancora la differenza tra la quota dell’acqua presente nella combinazione sismica e la quota del punto generico del paramento a cui è associata la pressione p, mentre per il coefficiente cm viene proposta la seguente formula  cm = −0,0073α + 0,7412          (2.6)   
in cui α è l’angolo di inclinazione del paramento di monte rispetto alla 
verticale, espresso in gradi sessagesimali; se α ≥ 60°, è consigliato assumere cm = 0,3.  
2.1.2.2 Sottopressioni o sottospinte [1] [3] Ai fini della stabilità a scorrimento per le dighe a gravità è necessario tenere in conto anche di una azione di sottospinta, agente nelle sezioni di fondazione e di ripresa dei getti ed intesa come risultante delle pressioni idriche agenti sulle sezioni stesse. La distribuzione convenzionale di questa azione è considerata come segue: quando la diga è munita di canne o fori drenanti, nel corpo ed entro la fondazione, a distanza tra loro non superiore a 2,50 m e di diametro non inferiore a 200 mm in fondazione e 120 mm nel corpo, le sottopressioni determinanti la sottospinta verranno assunte linearmente decrescenti in direzione monte-valle da un valore pari alla massima pressione idrostatica di invaso in corrispondenza del parametro di monte alla pressione idrostatica massima che si può verificare lungo la linea dei drenaggi tenuto conto della quota di libero efflusso di essi, quindi al valore dalla massima pressione idrostatica che può verificarsi in corrispondenza del parametro di valle. La pressione massima lungo la linea dei drenaggi è comunque da assumere non inferiore alla pressione idrostatica di valle aumentata di 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  0,35 volte la differenza tra la pressione idrostatica di monte e quella di valle. Quando i drenaggi non soddisfano alle condizioni sopra indicate le sottopressioni verranno assunte variabili linearmente su tutto lo spessore della struttura fra i valori estremi sopraindicati. In situazioni geometricamente irregolari è invece consigliato di eseguire apposite analisi di filtrazione per individuare la distribuzione delle sottopressioni.  
2.1.2.3 Verifiche di sicurezza Nelle dighe a gravità ordinarie (definite come strutture ad asse planimetrico rettilineo o a debole curvatura, con profilo trasversale fondamentale triangolare a sezioni orizzontali piene, divise in conci da giunti permanenti, secondo piani normali al loro asse, posti a distanze sufficienti a prevenire fessurazioni da cause termiche o da ritiro) il D.M. 24/03/1982 [1] prescrive l’esecuzione di verifiche di sicurezza per la sezione di fondazione alla quota più bassa e per sezioni a varie quote nella struttura, considerando peso proprio, spinta idrostatica, sottospinta ed, eventualmente, spinta del ghiaccio ed azioni sismiche.  
− Verifica di stabilità allo scorrimento Il rapporto fra la somma delle componenti parallele alla superficie di fondazione ed alle superfici di ripresa dei getti delle forze sopra specificate e la somma delle componenti normali non deve superare 0,75. Tale limite è elevato a 0,80 per le sezioni comprese fra il coronamento e 15 metri al di sotto di esso se il supero di 0,75 deriva solo dalle azioni sismiche.  Agli effetti della verifica precedente non è ammessa, ai fini del calcolo, una pendenza delle superfici predette maggiore di 0,05.  Per le sezioni di fondazione il limite 0,75 è da ridurre convenientemente, quando le caratteristiche della roccia risultano sfavorevoli alla sicurezza allo scorrimento. 
− Verifica di stabilità al ribaltamento (Overturning) Nessuna indicazione né alcuna limitazione è fornita nei riguardi del pericolo di perdita della stabilità per ribaltamento della struttura, condizione non annoverata tra quelle di Stato Limite Ultimo anche nel nuovo regolamento.   
− Verifica di resistenza (Overstressing) La verifica di resistenza è da condurre per le seguenti condizioni di carico:  
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- a serbatoio vuoto: per le azioni di peso proprio ed eventualmente 
sismiche; 
- a serbatoio pieno: per le azioni di peso proprio, di pressioni idrostatiche sul parametro di monte, di spinta del ghiaccio ed eventualmente sismiche. Dovranno risultare ai lembi di tutte le sezioni orizzontali: 
- tensioni principali di compressione non superiori al carico di sicurezza del materiale determinato in base alla resistenza caratteristica come indicato in C. 3. (sesto comma); 
- tensioni principali di trazione non superiori a 300 kPa (3 kgf/cm2 circa). Sono peraltro accettabili tensioni principali di trazione fino al limite di 500 kPa (5 kgf/cm2 circa) se il supero di 300 kPa è indotto unicamente dalle azioni sismiche.  Il recente D.M. 26/06/2014 [3] rivoluziona invece l’impostazione fino ad oggi seguita per l’esecuzione delle verifiche di sicurezza nel progetto di uno sbarramento, adeguando il regolamento alle NTC. Esso infatti prescrive che le verifiche per la sicurezza e le prestazioni devono essere svolte conformemente ai principi contenuti nel cap.2 delle NTC [2]; esse hanno lo scopo di garantire che, sotto ogni aspetto (idraulico, strutturale, geotecnico), l’impianto nel suo complesso e i singoli elementi che lo compongono siano proporzionati con adeguati margini di sicurezza nei confronti di tutti i possibili stati limite (ultimi, di esercizio). La sicurezza è ottenuta applicando coefficienti parziali alle azioni o all’effetto delle azioni, alle resistenze dei materiali ed alle resistenze globali. Devono essere adottati i valori dei coefficienti di sicurezza parziali riportati nelle NTC, salvo quanto diversamente ed esplicitamente indicato nel seguito. Per ciascuno stato limite, conformemente alle prescrizioni delle NTC, deve essere rispettata la condizione:  Ed ≤ Rd  dove Ed è il valore di progetto dell’azione o dell’effetto dell’azione e Rd è la resistenza di progetto del sistema. Nelle verifiche nei confronti degli stati limite strutturali (STR) e geotecnici (GEO) di cui al § 2.6.1 delle NTC [2], i valori di Ed e di Rd si valutano adoperando, in alternativa, i due approcci progettuali illustrati nello stesso § 2.6.1 delle NTC [2], denominati Approccio 1 e Approccio 2. Nell’Approccio 1 si impiegano due diverse combinazioni di gruppi di coefficienti parziali, rispettivamente definiti per le azioni, per la resistenza dei materiali e, eventualmente, per la resistenza globale del sistema. Nell’Approccio 2 si impiega un’unica combinazione dei 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  gruppi di coefficienti parziali definiti per le azioni, per la resistenza dei materiali e, eventualmente, per la resistenza globale. I valori dei coefficienti di sicurezza parziali sulle proprietà meccaniche dei terreni stabiliti dalle NTC si riferiscono al criterio di resistenza di Mohr-Coulomb. Nel caso in cui si faccia uso di un criterio di resistenza diverso, ai relativi parametri di resistenza dovranno essere applicati coefficienti di sicurezza parziali congruenti con quelli previsti dalle NTC.  In generale, la valutazione della sicurezza dei serbatoi deve essere effettuata con riferimento alle seguenti condizioni caratteristiche:  1. normale funzionamento; 2. danni riparabili, senza rilascio incontrollato di acqua; 3. danni non riparabili, senza rilascio incontrollato di acqua; 4. danni che determinano il rilascio incontrollato di acqua, o comunque rischio di perdite di vite umane; 5. collasso della struttura.  L’uscita o l’entrata nelle varie condizioni caratteristiche definiscono quattro stati limite, due di esercizio (Stato Limite di immediata Operatività, SLO, e Stato Limite di danno, SLD) e due ultimi (Stato Limite di Salvaguardia della Vita, SLV, e Stato Limite di Collasso, SLC): 
− lo stato limite SLO è definito dall’uscita dalla condizione 1. 
− lo stato limite SLD è definito dal passaggio dalla condizione 2 alla condizione 3. 
− lo stato limite SLV è definito dal raggiungimento della condizione 4. 
− lo stato limite SLC è definito dal raggiungimento della condizione 5.  In assenza di azione sismica è sufficiente prendere in considerazione un solo stato limite di esercizio (SLE), coincidente con SLD e un solo stato limite ultimo (SLU), coincidente con SLV. Per le dighe non strategiche, in presenza di azioni sismiche, può essere omessa la verifica allo stato limite di immediata Operatività (SLO). Ogni componente del serbatoio, critico ai fini della sicurezza, deve essere preso in considerazione nei riguardi di ciascun stato limite.  Devono essere prese in considerazione almeno le seguenti situazioni, corrispondenti al raggiungimento di stati limite ultimi con perdita non controllata dell’acqua invasata: 1. instabilità del corpo diga e dei terreni o ammassi rocciosi di imposta; 2. instabilità per scorrimento, anche parziale, del corpo diga o meccanismi 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  3. rottura per erosione interna; fessurazioni nel corpo diga, nei terreni o ammassi rocciosi di fondazione, negli elementi di tenuta o nelle superfici di contatto manufatto-terreno, tali da provocare una filtrazione 
incontrollata; 4. deformazioni del corpo diga e/o dei terreni o ammassi rocciosi di fondazione, tali da provocare danni strutturali allo sbarramento o la 
tracimazione; 5. instabilità dei pendii che possano provocare la tracimazione della diga o 
danni strutturali; 6. rottura o danno degli organi di scarico e in generale delle opere accessorie, che impediscano il deflusso controllato dal serbatoio; 7. condizione di piena che porti alla tracimazione del coronamento con conseguenti danni gravi fino alla possibilità di collasso dello sbarramento.  Gli stati limite di esercizio saranno precisati in progetto, nelle particolari situazioni, con stretto riferimento alle prestazioni richieste dall’opera e saranno oggetto di specifiche analisi per dimostrare che le soluzioni progettuali sono studiate in modo da contenerne gli effetti entro limiti ammissibili. L’ammissibilità sarà fissata dal progettista, secondo il tipo di opera nelle differenti situazioni progettuali, in termini di sforzi, spostamenti, gradienti piezometrici, portate filtranti, stato di fessurazione nel corpo diga, nei terreni ed in corrispondenza dei principali contatti tra materiali diversi; saranno considerati altresì i possibili effetti reversibili e irreversibili delle temute anomalie sul funzionamento degli scarichi e dei sistemi di misura e controllo, anche in presenza di frane ed interrimento.  I principali stati limite di esercizio da considerare sono: 1. eccesso di tensioni o deformazioni del corpo diga e/o nei terreni di 
fondazione; 2. danneggiamento degli organi di scarico superficiali o profondi; 3. danneggiamento delle opere di derivazione; 4. danneggiamento dei sistemi di misura e controllo. Per le dighe a gravità ordinarie in calcestruzzo (strutture di calcestruzzo, posto in opera secondo quanto stabilito al cap. D.1.1., ad asse planimetrico rettilineo o a debole curvatura, con profilo trasversale  fondamentale triangolare a sezioni orizzontali piene, divise in conci da giunti permanenti, secondo piani normali al loro asse, posti a distanze sufficienti a prevenire fessurazioni da cause termiche o da ritiro) le verifiche nei confronti dello SLU di 
scorrimento sono eseguite in corrispondenza di piani a varie quote nella struttura, in corrispondenza del piano di posa della fondazione e in corrispondenza di superfici interne ai terreni o alle rocce di fondazione. 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  In quest’ultimo caso, è necessario individuare le principali famiglie di discontinuità nell’ammasso roccioso di fondazione, caratterizzarne le proprietà meccaniche e studiare i possibili cinematismi di  scorrimento. Ai fini delle verifiche possono essere portati in conto i contributi di resistenza aggiuntivi offerti da eventuali interventi di rinforzo dei terreni o dell’ammasso roccioso di fondazione. Per le fasi di costruzione dovrà essere esaminata anche la stabilità allo scorrimento dei conci di sponda in direzione longitudinale, tenendo conto delle situazione transitorie di progetto. Le verifiche relative a stati limite ultimi che comportino il raggiungimento della resistenza in fondazione possono essere eseguite con uno dei due approcci di progetto descritti al § 2.6.1 delle NTC [2]:  
− per le verifiche rispetto al raggiungimento del carico limite in fondazione si adoperano i coefficienti γR specificati nelle NTC al § 6.4.2.1 [2]; 
− per le verifiche allo scorrimento e per entrambi gli approcci di progetto di cui al § 2.6.1 delle NTC [2] si deve adottare γR = 1.0 in fase costruttiva e 
γR = 1.15 nelle condizioni di serbatoio pieno.  Nelle verifiche allo scorrimento sul piano di posa delle fondazione ai fini del calcolo non è ammessa una pendenza favorevole maggiore di 0,05. Analoghe prescrizione si applica alle riprese di getto.  Per quanto riguarda le verifiche allo SLE si hanno invece delle prescrizioni in termini di tensioni massime raggiungibili in esercizio nella struttura. Ai fini delle verifiche nei confronti dello SLE per eccesso di tensioni dovrà risultare:  
− combinazione caratteristica quasi permanente e per le verifiche a serbatoio pieno riferite al paramento di monte: 
- compressione:    σc ≤ 0.25 fck; 
- trazione: σ’c ≥ 0 (stato limite di decompressione);  
− combinazione caratteristica rara: 
- compressione:    σc ≤ 0.25 fck; 
- trazione: σ’c ≥  0.21 fctm.  
2.1.2.4 Metodi di analisi sismica 
D.M. 24/03/1982 [1] Qualora le azioni inerziali della massa muraria vengono ricavate da una analisi dinamica basata sui terremoti di progetto che tengono conto delle 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  caratteristiche sismotettoniche del sito, le componenti orizzontali dei terremoti di progetto dovranno avere spettri di risposta, in termini di accelerazione, tali che l'area compresa fra la curva con smorzamento 5%, l'asse delle ascisse T0 e le ordinate per T0=0 e T0=0.8 sec sia maggiore o uguale alla analoga area corrispondente allo spettro di risposta di cui al punto B 6 del decreto ministeriale del 03/03/1975 [4], moltiplicata per due nei casi previsti nei due commi precedenti. La componente verticale di ciascun terremoto avrà lo spettro di risposta tale per cui l'area definita come sopra sia la metà di quella corrispondente alle componenti orizzontali. Le tre componenti di eccitazione devono considerarsi contemporanee. Qualora si segua la tecnica della analisi modale a partire da uno spettro di risposta la sovrapposizione dei contributi modali dovuti alle tre componenti si esegue come qui di seguito riportato. Sia Zik il contributo del modo i-esimo per la componente k del sisma (componente del tensione di  deformazione o di spostamento). Il contributo complessivo Zk per la componente k è dato da:  Zk = ��� �Zik�2
i
�  Il valore totale Z dell'effetto considerato è dato da:  Z = �� (Zk)23
k=1
  Nelle opere la cui sicurezza può essere compromessa da una eccessiva ampiezza degli spostamenti dinamici dovuti al sisma le verifiche degli effetti degli spostamenti dovranno essere condotte tenendo presente che gli spostamenti stessi, in occasione dei terremoti violenti, sono maggiori di quelle che si ricavano dal calcolo convenzionale elastico prima descritto. In assenza di giustificazioni basate su più precise analisi, si terrà conto di spostamenti di valore  doppio di quelli ora detti. Nell’ambito delle analisi sismiche il nuovo regolamento, D.M. 25/06/2014 [3], propone in via più dettagliata le seguente indicazioni:  
− Analisi pseudostatiche Nel caso dell’analisi pseudostatica si applicano alla diga, in aggiunta agli altri carichi già presenti, le forze d’inerzia prodotte dal sisma, rappresentate da carichi statici equivalenti, e la sovrappressione dinamica come indicato nel cap. C.7.7.3. 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  La risultante delle forze di inerzia orizzontali è calcolata come prodotto del coefficiente sismico per la massa della struttura. Il valore del coefficiente sismico dipende dal periodo fondamentale di vibrazione della struttura e si ricava dallo spettro elastico definito al cap. C.7.7.1. Nella valutazione del periodo proprio della struttura si terrà conto delle caratteristiche del corpo diga, del livello di invaso e dell’interazione con i terreni di fondazione. Lo spettro elastico potrà essere ridotto per tener conto dello smorzamento complessivo. Questo può assumersi pari al 5% per il corpo diga, eventuali incrementi per tener conto del livello dell’acqua di invaso e dell’interazione con i terreni di imposta devono essere adeguatamente motivati.  Al fine della valutazione della risposta, è possibile scalare lo spettro elastico per tener conto di eventuali deformazioni residue nell’ammasso di fondazione e nel corpo diga, se compatibili con la condizione di verifica dello stato limite della diga stessa, mediante metodi di comprovata validità. Si terrà conto di un adeguato criterio della gerarchia delle resistenze, incrementando in modo opportuno le azioni di verifica del corpo diga rispetto a quelle di verifica della fondazione, come conseguenza di possibili sovraresistenze della fondazione rispetto ai valori dei parametri assunti per la verifica. Nella verifica, se il corpo diga può considerarsi rigido per l’azione sismica verticale e qualora possa ritenersi che l’interazione con il terreno non modifichi la risposta all’azione verticale, l’azione verticale stessa può assumersi pari alla accelerazione verticale di picco del terreno, come definita nella NTC al punto 3.2.3.2.2 [2]. Quando l’interazione con il terreno dia luogo ad un periodo proprio del moto verticale maggiore di 0.03 s, si valuterà la forza d’inerzia verticale con le stesse metodologie utilizzate per valutare la forza d’inerzia orizzontale. La combinazione delle due componenti può stimarsi come indicato al §7.3.5 della NTC [2]. Per le dighe a gravità ordinarie, ove adeguatamente giustificato, è consentito l’uso di modelli piani riferiti ai singoli conci. Particolare attenzione dovrà essere rivolta ai casi per i quali il comportamento tridimensionale può essere significativo, quali conci adiacenti tra loro interconnessi (ad esempio quando i giunti non sono estesi a tutta l’altezza della diga), curvatura significativa della diga in pianta, valle profonda e stretta. Nelle analisi si considera l’azione sismica agente nelle direzioni orizzontali e verticali con i criteri esposti nel cap. C.8. Gli effetti delle discontinuità nelle strutture - quali ad esempio la presenza del giunto tra la struttura e il pulvino, bruschi cambiamenti di 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  sezione, di rigidezza o di allineamento – richiedono particolari valutazioni. Qualora si adotti l’analisi statica non lineare e si ipotizzi che la struttura e le sue fondazioni possano subire anche significative escursioni in campo non lineare il comportamento dei materiali e delle interfacce deve essere modellato motivando adeguatamente i parametri di resistenza adottati nonché il criterio per individuare il sistema equivalente ad un grado di libertà per valutare lo spostamento massimo dato lo spettro di risposta dell’azione. Dovranno essere effettuate adeguate valutazioni parametriche per tener conto, in modo cautelativo, della incertezza nella determinazione dei parametri del modello.  
− Analisi dinamiche Con l’analisi dinamica si calcola la risposta sismica della diga utilizzando modelli numerici lineari o non lineari della struttura e dell’ammasso roccioso di fondazione. Il moto sismico può essere definito mediante accelerogrammi o, nelle analisi lineari, come spettro di risposta; se specifiche analisi prevedono che differenti zone della fondazione possano essere soggette a differente scuotimento, si può ricorrere all’analisi con eccitazione multipla, utilizzando procedimenti adeguati alla complessità del problema. Comunque si dovrà valutare la risposta nel caso di azione sincrona. Nelle analisi si considera l’azione sismica agente nelle direzioni orizzontali e verticale con i criteri esposti nel cap. C.8.   
2.2 India 
2.2.1 Inquadramento normativo In India l’ente normatore in materia di progettazione di opere civili è il Bureau of Indian Standards, che attraverso il Civil Engineering Division Council emana i codici contenenti le direttive da rispettare, i quali portano il nome di Indian Standard (IS). Nel campo della progettazione delle dighe i riferimenti principali sono costituiti dalle seguenti norme:  
− IS 6512:1984 Criteria for Design of Solid Gravity Dams, che contiene i principali parametric di progettazione del settore [5]; 
− IS 1893:1984 Criteria for Earthquake Resistant Design of Structures [6], che contiene invece al capitolo 7 gli accorgimenti per la progettazione in zona sismica di dighe ed argini in terra. Questa norma è in corso di    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    80 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  revisione e l’ente normatore indiano la sta gradualmente ripubblicando con una nuova suddivisione in cinque parti, delle quali la quinta riguarda appunto le dighe, ma non è ancora disponibile. Valgono pertanto in materia le indicazioni fornite dalla precedente revisione del 1984.  
2.2.2 Prescrizioni normative 
2.2.2.1 Effetti idrodinamici dovuti al serbatoio  [6] 
− Effetti dovuti all’accelerazione orizzontale In aggiunta alle forze idrostatiche, l’insorgere di una accelerazione orizzontale di natura sismica, che investe la fondazione ed il corpo diga, si verifica la comparsa istantanea di una pressione idrodinamica. Questa contro la diga in direzione opposta a quella dell’accelerazione del sisma. Assumendo l’acqua come incomprimibile, la pressione idrodinamica alla profondità y, calcolata a partire dalla superficie libera del serbatoio, è determinata come segue:  
𝐜𝐜 = 𝐂𝐂𝐝𝐝 𝛂𝛂𝐡𝐡 𝛒𝛒 𝐡𝐡          (2.7)  
 in cui: 
- p = pressione idrodinamica alla profondità y in kg/m2; 
- CS = coefficiente che varia con la forma e con la profondità secondo la legge approssimata seguente:  CS = Cm2 �yh �2 − yh� + �yh �2 − yh��           (2.8)   con Cm valore massimo di CS, ricavato dalla tabella successiva, y profondità calcolata dal pelo libero, h profondità totale del serbatoio; valori più precisi sono tabellati nell’Appendice G. Nel caso di dighe con paramento di monte di inclinazione variabile il valore di CS può essere ricavato ricorrendo ad un valore equivalente dell’inclinazione; 
- αh = coefficiente sismico orizzontale di progetto, definito come:  
αh = βIFo Sag           (2.9)   
con β coefficiente tabellato in funzione del sistema suolo-fondazione, I fattore tabellato in funzione dell’importanza della struttura, Fo fattore sismico rappresentativo del valore medio dello spettro in 
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g
 coefficiente di accelerazione media, leggibile da un grafico in funzione del periodo di oscillazione naturale della struttura e del suo smorzamento; 
- w = peso unitario dell’acqua in kg/m3; 
- h = profondità del serbatoio in m.  
 
 
Tabella 2.2 - Valori del coefficiente cm Gli effetti complessivi dell’accelerazione idrodinamica in termini di taglio complessivo orizzontale e di momento attorno al centro di gravità per una sezione, dovuti alla pressione idrodinamica, sono forniti dalle seguenti relazioni:  Vh = 0,726 py     taglio orizzontale totale          (2.10)       
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- Vh = taglio idrodinamico in kg/m alla generica profondità y; 
- Mh = momento in kg·m/m dovuto alla risultante della pressione idrodinamica alla generica profondità y.  
− Effetti dell’accelerazione orizzontale sulla componente verticale del carico 
idrostatico sul paramento di monte e di valle Poiché la pressione idrodinamica agisce sempre in direzione normale alla faccia della diga, se quest’ultima è inclinata, essa avrà anche una componente verticale, la cui intensità ad una qualsiasi sezione orizzontale può essere valutata come segue:  Wh = (V2 − V1) ∙ tanθ           (2.11)  in cui: 
- Wh = incremento (o decremento) della componente verticale del 
carico, in kg, dovuto alla forza idrodinamica; 
- V2 = taglio totale in kg dovuto alla componente orizzontale della forza 
idrodinamica alla quota della sezione considerata; 
- V1 = taglio totale in kg dovuto alla componente orizzontale della forza idrodinamica alla quota della sezione in cui inizia l’inclinazione della 
faccia del corpo diga; 
- Θ angolo compreso tra la faccia del corpo diga in esame e la verticale. 
 
2.2.2.2 Sottopressioni  [5] Le sottopressioni o sottospinte si manifestano come pressioni interne nei pori e nelle fessure e fratture del corpo della diga, nella sezione di contatto del corpo diga con la fondazione e all’interno della fondazione stessa. Esse risultano in stretta connessione con due elementi: il fattore area, cioè la percentuale di area sulla quale le sottospinte agiscono, ed il fattore di intensità, ovvero il rapporto tra il valore reale delle sottopressioni e il gradiente di intensità delle pressioni tra il paramento di monte e di valle. La presenza di drenaggi in buone condizioni di efficienza e manutenzione, siano essi naturali o artificiali (gallerie drenanti nel corpo diga, fori di drenaggio attraverso la fondazione, …), portano generalmente una riduzione dell’intensità delle sottopressioni, limitando il loro valore a valle al valore della pressione idrostatica.   
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− in fase di 
predimensionamento si può assumere, in corrispondenza della linea dei drenaggi, un valore che eccede quello della pressione idrostatica sul paramento di valle di un terzo della differenza tra i carichi idrostatici di monte e di valle. Il gradiente delle sottopressioni si estenderà poi linearmente fino a raggiungere, rispettivamente, i valori della pressione idrostatica sui paramenti di monte e di valle. Tale distribuzione è 
agente sul 100% dell’area;  
Figura 2.1 - Andamento delle 
sottopressioni 
− in fase di progetto valgono le indicazioni appena fornite per dighe 
fondate su roccia compatta e non fessurata; nel caso di terreno di fondazione fortemente fessurato è necessario eseguire studi specifici, che tengano in considerazione le effettive condizioni del terreno e gli effetti di eventuali interventi di consolidamento. Le sottopressioni saranno comunque prese come agenti sul 100% dell’area.  Il criterio appena esposto è riassunto nell’immagine a fianco. Per la condizione di carico F (serbatoio al massimo livello d’invaso, paratoie aperte, livello massimo a valle del corpo diga, presenza di sedimenti, valore massimo delle sottopressioni ipotizzando i sistemi di drenaggio come non operativi) e la condizione di carico G (serbatoio al massimo livello d’invaso,    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    84 
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Figura 2.2 - Diagrammi delle sottopressioni in varie condizioni 
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2.2.3 Verifiche di sicurezza [5] 
− Verifica di stabilità allo scorrimento (Sliding) La maggior parte dei carichi agenti su di un corpo diga sono orizzontali o hanno una componente orizzontale e la diga oppone resistenza ad essi attraverso forze di attrito e di taglio agenti su piani orizzontali, o circa tali, nel corpo della fondazione, al livello del contatto diga-fondazione e nella fondazione stessa. La stabilità di una diga è valutata attraverso il confronto tra la resistenza totale disponibile lungo il piano che mobilita la minor resistenza allo scorrimento e l’intensità totale delle forze che inducono scorrimento. La resistenza allo scorrimento è una funzione della coesione di materiali presenti e al livello del loro piano di contatto e dell’angolo di attrito interno del materiale sulla superficie di scorrimento. Infatti il piano di contatto tra la roccia di fondazione ed il corpo diga raramente è liscio e, di fatto, speciali accorgimenti sono disposti per evitare questa condizione. Possono comunque essere presenti, soprattutto nei livelli inferiori della fondazione, dei piani in cui lo scorrimento è contrastato soltanto dall’attrito, specialmente se la roccia è marcatamente stratificata e disposta orizzontalmente.  Il fattore di sicurezza allo scorrimento può essere valutato come segue:   
F = (w − u) ∙ tanφFφ + C ∙ AFCP           (2.12) in cui: 
- F = fattore di sicurezza allo scorrimento; 
- w = massa totale della diga; 
- u = risultante delle sottopressioni; 
- tanφ = coefficiente di attrito interno del materiale; 
- C = coesione del materiale lungo il piano considerato; 
- A = area considerata per la coesione; 
- Fφ = coefficiente di sicurezza parziale rispetto all’attrito; 
- FC = coefficiente di sicurezza parziale rispetto alla coesione; 
- P = forza orizzontale totale.  I fattori di sicurezza parziale sono tabellati come segue13: 
13 Si ricorda di seguito il significato delle combinazioni di carico secondo la normativa indiana: - A) Diga a costruzione ultimate, ma serbatoio vuoto; - B) Serbatoio pieno, intensità normale delle sottopressioni, azione del ghiaccio e dei sedimenti 
(se presenti); - C) Serbatoio e livello dell’acqua a valle al massimo livello di piena, sottopressioni normali, 
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Tabella 2.3- Coefficienti di sicurezza allo slittamento I valori della coesione C e del coefficiente di attrito interno tanφ possono essere stimati, in fase di predimensionamento, sulla base dei dati relativi 
a materiali dalle caratteristiche simili e comparabili; in fase di progetto si deve ricorrere invece a prove di laboratorio e in situ, seguendo le indicazione riportate nella norma IS 7746:1975 [7].   
− Verifica di stabilità al ribaltamento (Overturning) La crisi per ribaltamento del corpo di una diga a gravità è successiva ad altre tipologie di collasso, come la rottura del materiale sul paramento di monte per raggiungimento dei valori limite di tensione di trazione, l’incremento delle sottopressioni, la rottura del materiale la piede della diga e lo scorrimento. Pertanto una diga a gravità può essere ritenuta sicura nei confronti del ribaltamento se, assumendo la diga e la fondazione come una corpo continuo, in fase di progetto risultano soddisfatti i criteri di assenza di tensioni di trazione sul paramento di monte, resistenza allo scorrimento e qualità e resistenza del materiale.  
− Verifica di resistenza (Overstressing) 
- Resistenza a compressione: la resistenza  a compressione del calcestruzzo deve essere determinata portando a rottura provini cubici di lato 150 mm e deve soddisfare anzitutto i carichi e i requisiti legati alla costruzione, mentre dopo un anno dal getto deve - D) Azione sismica a diga completata, ma con serbatoio vuoto; - E) Azione sismica + azioni della combinazione B; - F) Azioni della combinazione C, ma con sottopressioni di intensità massima (con i dreni non 
operativi); - G) Azione sismica, serbatoio pieno, sottopressioni di intensità massima (con i dreni non operativi) e sedimenti.    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    87 
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- Resistenza a trazione: sotto la combinazione B non è ammessa alcuna 
tensione di trazione sul paramento di monte; tensioni nominali di trazione sono comunque permesse, sotto le altre combinazioni di carico, entro i valori limite tabellati:  
VALORI LIMITE PER LE TENSIONI DI TRAZIONE 
IN DIGHE A GRAVITÀ IN CALCESTRUZZO COMBINAZIONE VALORE LIMITE DELLA TENSIONE DI TRAZIONE C 0,01fC E 0,02fC F 0,02fC G 0,04fC 
Tabella 2.4 - Valori limite di tensione di trazione per il calcestruzzo Sul paramento di valle sono ammessi valori contenuti della tensione di trazione poiché è altamente improbabile che una diga a realizzazione ultimata sia mantenuta a serbatoio vuoto e che delle fessure sul paramento di valle, di per sé non estese né profonde, siano dannose per la stabilità della struttura.  
2.2.4 Metodi di analisi sismica [6] La normativa indiana in materia di progettazione antisismica delle strutture consiglia, per il solo predimensionamto:  
− per dighe di altezza H ≤ 100 m: metodo del coefficiente sismico, con coefficiente sismico preso, per le forze d’inerzia orizzontali, pari a 1,5 volte αh alla sommità della diga e decrescente linearmente fino a zero alla base, mentre per le forze d’inerzia verticali deve essere assunto pari a 
0,75 volte αh alla sommità della diga e decrescente ancora  linearmente fino a zero alla base. Il valore del coefficiente sismico orizzontale per il metodo del coefficiente sismico è ottenuto attraverso la seguente formula:  
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- β = coefficiente che dipende dal sistema suolo-fondazione, tabellato in funzione della natura del suolo; 
- I = fattore tabellato in funzione dell’importanza della struttura; 
- α0 = coefficiente sismico orizzontale di base, tabellato in funzione della zona sismica in cui ricade la struttura.  Le forze d’inerzia con esso calcolate, come visto per la pressione idrodinamica, devono essere assunte come agenti in direzione monte-valle o nella direzione opposta in modo da ottenere la peggiore 
combinazione delle azioni;  
− per dighe con altezza H > 100 m: metodo dello spettro di risposta. Secondo questo metodo il periodo fondamentale di vibrazione della struttura può essere assunto pari a   T = 5,55 ∙ H2B � wmg ∙ ES           (2.14)  in cui: 
- H = altezza della diga in m; 
- B = ampiezza della base della diga in m; 
- wm = peso unitario del materiale della diga in kg/m3; 
- g = accelerazione di gravità in m/s2; 
- ES = modulo di elasticità del materiale in kg/m2.  Il valore del periodo proprio di vibrazione così ottenuto è necessario per il calcolo del coefficiente sismico αh nella formulazione precedentemente introdotta per il calcolo delle pressioni idrodinamiche:  
αh = βIFo Sag   14 
14 Nell’ultima revisione della norma IS 1893 (IS 1893 Part 1 (2002)Specificata fonte non 
valida.) viene fornita una nuova formulazione del coefficiente sismico αh per l’analisi con spettro di risposta, che è la seguente:  Ah = Z I Sa2 R g in cui: 
− Z = fattore di zona, tabellato in funzione della zonazione sismica e dell’intensità del 
terremoto massimo atteso MCE; 
− I = fattore d’importanza, tabellato in funzione della destinazione d’uso della struttura, della sua strategicità in fase post-sisma e dell’entità delle conseguenze di un suo 
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- W = peso totale della diga in calcestruzzo in kg; 
- h = altezza del centro di gravità della diga sopra il piano di base in m; 
- αh = coefficiente sismico di progetto, calcolato come sopra.  Per una qualsiasi sezione alla quota y al di sotto della sommità della diga è possibile calcolare il taglio totale agente ed il momento ribaltante attraverso le seguenti formule:  Vy = C𝑉𝑉′ ∙ 𝑉𝑉𝐵𝐵     taglio orizzontale totale My = C𝑚𝑚′ ∙ 𝑀𝑀𝐵𝐵     momento ribaltante  con il valore dei coefficienti C’V e C’m ricavato in funzione del rapporto y/H dal grafico seguente 
 
Tabella 2.5 - Andamento dei coefficienti cv' e cm' Per il progetto, invece, la normativa prescrive obbligatoriamente il ricorso ad 
analisi dinamiche, senza però offrire ulteriori e più specifiche precisazioni in merito.  
− R = fattore di riduzione della risposta, tabellato in funzione delle proprietà di duttilità e 
smorzamento della struttura; in ogni caso il rapporto I/R deve essere ≤ 1; 
− Sa/g = coefficiente di risposta in accelerazione medio per roccia o suoli in terra, tabellato in funzione del periodo naturale e dello smorzamento della struttura, considerando vibrazioni in campo libero.    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    90 
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2.3 Regno Unito 
2.3.1 Inquadramento normativo Nel Regno Unito la garanzia della sicurezza di una diga si basa sulle indicazioni riportate nel Reservoirs Act del 1975 [8]. Esso prescrive principalmente l’obbligo, da parte del proprietario, di nominare un ingegnere qualificato per il progetto e la supervisione dei lavori di costruzione di una nuova diga o per i lavori di consolidamento di una diga esistente, prescrivendo anche la supervisione dello stato di sicurezza delle dighe esistenti ad intervalli non superiori a dieci anni.  Non esistono però normative tecniche riguardanti nello specifico la progettazione di nuove dighe ed è suggerito ai progettisti di rifarsi allo stato attuale dell’arte e alle pratiche più diffuse nel settore. Negli ultimi dieci anni sono state però pubblicate, grazie a fondi statali e finanziamenti da parte di industrie private, una serie di linee guida tecniche, tra le quali la più accreditata nel campo delle dighe in calcestruzzo e muratura è quella dal titolo “Engineering 
guide to the safety of concrete and masonry dam structures in the UK” [9], la quale si riferisce però soprattutto a dighe esistenti, più che alla progettazione di nuove strutture, e che non ha assolutamente alcun valore prescrittivo.  
2.3.2 Prescrizioni normative 
2.3.2.1 Pressione idrodinamica Le linee guida contenute nella pubblicazione “Engineering guide to the safety 
of concrete and masonry dam structures in the UK” [9] non fanno alcun riferimento ai carichi sismici e alle forze d’inerzia che si originano in presenza di un evento sismico. Ciò perché storicamente le dighe esistenti nel Regno Unito sono state tutte progettate trascurando eventuali azioni sismiche.  
2.3.2.2 Sottopressioni Le sottopressioni devono essere valutate nella fondazione, nel corpo diga e all’interfaccia tra di essi. Nel caso ideale di corpo diga e terreno di fondazioni costituiti da materiali omogenei ed uniformemente intatti la distribuzione teorica delle sottopressioni sarebbe curvilinea, come mostrato nel caso (a) della figura seguente, ma la natura sconosciuta delle microfratture e discontinuità giustifica, in via cautelativa, l’adozione di una distribuzione lineare (caso (b)):  I valori estremi della distribuzione lineare delle sottopressioni corrispondono generalmente al valore della pressione idrostatica rispettivamente sul paramento di monte e su quello di valle. 
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Figura 2.3- Diagramma delle sottopressioni in assenza di drenaggio In presenza di un sistema di drenaggio il progettista è tenuto a verificarne lo stato di efficienza e di manutenzione e, nel caso in cui tale controllo fornisca un esito positivo, sarà possibile andare ad ipotizzare una distribuzione delle sottopressioni bilineare, come rappresentato nella figura successiva: 
 
Figura 2.4 - Diagramma delle sottopressioni in presenza di drenaggio Infatti allo scopo di minimizzare l’intensità delle sottopressioni nella fondazione e nel corpo diga, le quali contribuiscono negativamente al rischio di perdita di stabilità per ribaltamento della struttura, possono essere realizzati dei dreni trivellati negli strati del terreno di fondazione o formati da gallerie cave nel corpo diga, le quali scaricano l’acqua raccolta nelle gallerie di ispezione. Tali sistemi intercettano il moto di filtrazione che si instaura tra il paramento di monte e l’interno del corpo diga e vanno a ridurre l’intensità delle 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  sottopressioni, in corrispondenza della galleria di ispezione, fino al valore della quota del punto di scarico sul piano di fondazione, come illustrato nella precedente figura. A lungo termine l’effetto positivo di riduzione delle sottopressioni da parte dei dreni dipende non soltanto dal loro diametro, dalla loro disposizione reciproca e dalla loro distanza dal paramento di monte, ma dipende anche da quanto le singole canne drenanti riescono a mantenere la loro sezione libera da detriti che possano ostruirla e da depositi di calcare che possano ridurla. In via cautelativa si considera quindi, in presenza di dreni funzionanti, che in una distribuzione bilineare delle sottopressioni, sulla linea dei dreni si presenti un valore che ecceda il valore della pressione idrostatica a valle di una quantità pari al 35-50% della differenza tra i carichi idrostatici di monte e di valle. Nel caso di assenza di un sistema di drenaggio o di inefficienza dello stesso si ricorrerà alla semplice distribuzione lineare.  
2.3.3 Verifiche di sicurezza 
− Verifica di stabilità allo scorrimento (Sliding) È necessario assicurare un certo fattore di sicurezza contro il rischio di collasso per scorrimento del corpo diga verso valle e questo fattore viene valutato considerando meccanismi di scorrimento per taglio-attrito. L’attrito per taglio è analizzato su di un piano circa orizzontale (di solito infatti lo scorrimento avviene verso valle se i giunti sono inclinati in questa direzione) sommando la resistenza complessiva che può essere mobilitata contro il taglio e lo scorrimento e dividendola per il carico totale nella direzione del piano di scorrimento. Da tale rapporto si ottiene il fattore di sicurezza, i valori limite raccomandati del quale sono riportati nella tabella successiva e ripresi dalla pubblicazione Design of 
Small Dams (US Bureau of Reclamation, 1987):  
 
Tabella 2.6 - Coefficienti di sicurezza allo scorrimento 
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− Verifica di stabilità al ribaltamento (Overturning) Una semplice analisi di stabilità al ribaltamento consiste nel calcolo del rapporto tra la somma dei momenti stabilizzanti, valutati attorno all’estremità inferiore del paramento di valle, divisa per la somma dei momenti ribaltanti. Se ne ottiene così un fattore di sicurezza al ribaltamento, i cui valori consigliati sono riportati nella seguente tabella:   
OVERTURNING CONDIZIONI DI CARICO USUAL UNSUAL EXTREME Fattore di sicurezza 1,50 1,25 1,10 
 
Tabella 2.7 - Coefficienti di sicurezza a ribaltamento È necessario considerare che il ribaltamento dell’intero corpo diga si può verificare soltanto dopo che alcune parti della struttura hanno raggiunto i valori limite delle tensioni di trazione (sul paramento di monte) e compressione (sul paramento di valle). Di fatto quindi la verifica di stabilità a ribaltamento è generalmente sostituita dalla verifica di resistenza del materiale, ma può comunque rivestire una notevole importanza nel progetto di piccole strutture (come una briglia) o nella verifica di parti contenute dell’intera struttura.   
− Verifica di resistenza (Overstressing) 
- Resistenza a compressione: tensioni di compressione nel calcestruzzo costituiscono raramente un problema fintanto che il massimo valore raggiunge i 5 MPa. Un fattore di sicurezza sulle tensioni di compressione può essere valutato come il rapporto tra la tensione 
effettiva e quella richiesta dal calcolo; valori raccomandati per esso possono essere mutuati dalla pubblicazione dell’USBR precedentemente citata, Design of Small Dams [10], e sono riportati nella tabella seguente:   
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Tabella 2.8 - Fattori di sicurezza per le verifiche di overstressing a compressione Il valore della resistenza a compressione richiesto per il calcestruzzo è generalmente pari o inferiore a 10 MPa in condizioni normali e 15 MPa per condizioni di carico straordinarie. 
- Resistenza a trazione: la resistenza a trazione del materiale influenza molto le analisi di sicurezza e di stabilità delle dighe a gravità. La maggior parte delle dighe inglesi esistenti sono state progettate in presenza di tensioni di trazione contenute e successivamente verificate per tensioni di trazione nulle sia per condizioni di carico normali che straordinarie.  Una formulazione attendibile per un fattore di sicurezza nei confronti delle tensioni di compressioni può essere mutuata ancora da Design 
of Small Dams [10]:  s =  fpwh − σ           (2.17) in cui: 
- σ = tensione minima ammessa sul paramento; 
- p = fattore di riduzione, che tiene conto della presenza di eventuali drenaggi, assunto pari ad 1 in assenza di dreni, con valori fino a 0,40 in presenza di una sistema di drenaggio 
efficiente; 
- w = peso unitario dell’acqua; 
- h = profondità misurata dalla superficie del serbatoio; 
- f = resistenza a trazione del calcestruzzo in corrispondenza dei giunti di dilatazione; 
- s = fattore di sicurezza per le tensioni di trazione. Il fattore di sicurezza per le tensioni di trazione, definito come la tensione di trazione del calcestruzzo in corrispondenza della superficie dei giunti di dilatazione, divisa per la tensione effettiva sul paramento di monte (massima pressione idrostatica, a cui si sottrae la minima tensione di trazione ammessa sul paramento) assume i seguenti valori raccomandati:     Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    95 
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Tabella 2.9 - Fattori di sicurezza per le verifiche di overstressing a trazione con la roccia di fondazione non viene presa in considerazione perché ritenuta non capace di trasmettere tensioni di trazione.  
2.3.4 Metodi di analisi sismica Visto il basso livello di sismicità proprio dei territori del Regno Unito, nel passato nessun progettista di dighe ha introdotto alcun tipo di carico di natura sismica o inerziale né ha formulato qualche criterio di progetto o verifica di una struttura idraulica in presenza di azione sismica. Per contro l’attenzione verso la sicurezza sismica è molto cresciuta negli venti anni, sia per la crescita demografica notevole nelle aree a valle di uno sbarramento, che aumenta quindi il livello di rischio, sia per la palese inadeguatezza della cultura di progettazione sismica esistente. La linea guida inglese rimanda in materia nuovamente alla pubblicazione dell’USBR, “Design of Small Dams” [10] e ad altre pubblicazioni [11] [12] , e cita a grandi linee le metodologie di analisi da essa consigliate: 
− l’analisi pseudostatica, che assume la diga come un corpo rigido, l’acqua come incomprimibile ed ipotizza anche l’assenza di deformazioni relative tra corpo diga e fondazione e la simultaneità dei picchi di azione sismica 
verticale ed orizzontale, risultando peraltro anche troppo cautelativa; 
− analisi dinamiche con modellazioni agli elementi finiti, facilitate dall’utilizzo dei calcolatori.  
2.3.5 Riferimenti Bibliografici [11] An engineering guide to seismic risk to dams in the United Kingdom. (1991). BRE Report BR 210, 64pp.  [12] Earthquake Engineering for Concrete Dams: Design, Performance, and 
Research Needs 
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2.4 Francia 
2.4.1 Inquadramento normativo In Francia non c’è una normative ufficiale riguardante la stabilità delle dighe, né delle line guida di emanazione statale.  Il Comitato Francese sulle Grandi Dighe (CFBR) ha però istituito da tempo un Gruppo di Lavoro sulle Dighe a Gravità, che nel 2006 ha redatto una serie di linee guida sulla sicurezza strutturale per le dighe a gravità, le quali introducevano per la prima volta metodi di progettazione basati sulla teoria semiprobabilistica degli stati limite, alla maniera degli Eurocodici. Cinque anni dopo è iniziata la prima revisione di queste linee guida, che ha portato nel 2012 alla pubblicazione delle Guidelines for the justification of the stability of gravity 
dams [13].  
2.4.2 Prescrizioni normative 
2.4.2.1 Pressione idrodinamica L’unico riferimento alle forze idrodinamiche presente nelle linee guida francesi si ritrova in associazione al metodo di calcolo pseudostatico delle tensioni indotte nel corpo diga dall’azione sismica. Nel caso di utilizzo di questo metodo infatti è consigliato l’utilizzo della tradizionale formula di Westergaard per il calcolo delle forze idrodinamiche, le quali vengono sommate sul paramento di monte alle forze idrostatiche. La teoria di Westergaard stima un distribuzione p(y) delle pressioni su di una parete verticale soggetta ad un movimento periodico e fornisce una formula semplificata nel caso frequente in cui la comprimibilità dell’acqua sia trascurabile, che è la seguente:  p(y) = 78 k γw ∙ �h y          (2.18) in cui: 
− k = α·(ag/g)   coefficiente pseudostatico adimensionale, nel quale 
- α = coefficiente sismico adimensionale, generalmente assunto pari a 2/3 per la componente orizzontale del sisma e a 0,20 per quella 
verticale; 
- ag = accelerazione massima al suolo o P.G.A.; 
− γw = peso unitario dell’acqua in kN/m3; 
− h = profondità del serbatoio in m; 
− y = profondità considerata in m, misurata a partire dalla superficie del serbatoio. 
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Figura 2.5 - Pressioni idrodinamiche alla Westergaard La risultante della pressione idrodinamica p(y) è direttamente calcolabile come:  F = 712 k γw h2          (2.19)  applicata nel punto distante 2/5 dell’altezza h dell’intero manufatto, misurata a partire dal fondo del serbatoio. 
 
2.4.2.2 Sottopressioni Il calcolo del valore dell’azione dovuta alle sottopressioni, la cui risultante è denominata Q2, passa dalla determinazione del diagramma di distribuzione delle sottopressioni stesse nel corpo della diga, all’interfaccia diga-fondazione e nella fondazione stessa, il quale si applica a tutte le sezioni orizzontali citate. Vari fattori rendono incerta la determinazione dell’intensità delle sottopressioni e sono legati principalmente alle caratteristiche intrinseche del sito in cui sorge la diga (stratificazione della roccia di fondazione, permeabilità dei materiali, qualità dei getti del velo di impermeabilizzazione e del sistema di drenaggio,…). Per tenere conto di questi fattori si fanno ipotesi sulla distribuzione delle sottopressioni e sulla loro intensità che siano semplici e al contempo cautelative 
nei confronti del progetto generale della diga e della sua sicurezza; durante la vita della struttura queste ipotesi però devono essere controllate per verificarne la loro validità nel tempo e l’eventuale necessità di altre misurazioni per poter formula altre ipotesi più veritiere. In generale si considera che la variazione dell’intensità delle sottopressioni all’interno della fondazione e del corpo diga segua il livello dell’acqua nel serbatoio e l’eventuale livello a valle dello sbarramento. Si tratta di una raccomandazione valida per tutte le situazioni che possono manifestarsi nel corso della vita utile della struttura, anche in caso di alluvione. L’unica eccezione si ha in caso di sisma: allora si potrà ammettere che il diagramma delle    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    98 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  sottopressioni non sia affetto dalle accelerazioni prodotte dal sisma, considerando il loro repentino e rapido manifestarsi, fatto che comporta unicamente l’andare a sommare la pressione idrodinamica a quella idrostatica. In presenza di una diga di nuova costruzione o recentemente adeguata il diagramma delle sottopressioni è ottenuto tenendo in considerazione sia il materiale costituente la fondazione ed il corpo diga, che eventuali opere speciali (velo di impermeabilizzazione, sistema di drenaggio,…).  In assenza di alcun sistema di drenaggio nella fondazione e nel corpo diga può essere adottato un diagramma lineare di forma trapezoidale, i cui valori limite in corrispondenza dei paramenti di monte e di valle corrispondono al valore della pressione idrostatica in questi punti.  
 
Figura 2.6 - Distribuzione delle sottopressioni in assenza di drenaggio Alcune situazioni però obbligano per certo a rivedere in modo meno favorevole l’assunzione appena fatta sulla distribuzione delle sottopressioni: 
− in assenza di sistema di drenaggio nella fondazione il vero diagramma di distribuzione delle sottopressioni può essere meno favorevole di quello trapezoidale se si hanno anche fratture nella roccia di fondazione la cui estensione raggiunge il piede del paramento di valle della diga; 
− quando nel corpo diga sono presenti fratture che si estendono dal paramento di monte verso quello di valle si considera l’intero valore delle sottopressioni all’interno delle fratture e si utilizza un diagramma 
trapezoidale solo per la zona di sezione ancora non fessurata; 
− situazioni speciali che conducono alla necessità di studi specifici: paramento di valle intasata dalla calcite, … L’eventuale presenza di accorgimenti specifici atti a ridurre l’intensità delle sottopressioni, come un velo di getti impermeabilizzanti nella fondazioni o un velo di drenaggio nel corpo diga o nella fondazione, è tenuta in considerazione attraverso l’introduzione di un diagramma di distribuzione delle sottopressioni bilineare e con un coefficiente riduttivo λ, definito come segue:    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    99 
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λ = Z′ − ZZ′           (2.20) con: 
− Z = quota, in corrispondenza del velo di impermeabilizzazione, del 
diagramma delle sottopressioni, calcolata rispetto alla quota di valle; 
− Z’ = quota, in corrispondenza del velo di impermeabilizzazione, del diagramma delle sottopressioni, calcolata rispetto alla quota di valle in assenza di sistema di drenaggio. 
 
Figura 2.7 - Distribuzione delle sottopressioni in presenza di taglione Quando il livello della galleria di drenaggio, che raccoglie le acque dalle canne di drenaggio distribuite nel corpo diga, differisce molto dal livello dell’acqua a valle dello sbarramento il livello stesso della galleria deve essere tenuto in considerazione nel diagramma delle sottopressioni: Z e Z’ saranno allora considerate a partire dal livello della galleria drenante (Zdrain), anziché dal livello dell’acqua a valle dello sbarramento (Zdownstream), come indicato nella figura seguente: 
 
Figura 2.8 - Distribuzione delle sottopressioni in presenza di drenaggio 
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Il coefficiente riduttivo λ dipende direttamente dall’efficienza degli interventi di riduzione delle sottopressioni. Questa efficienza può essere influenzata da molti fattori: 
− il progetto e la messa in opera degli interventi; 
− il loro mantenimento e monitoraggio nel tempo (possibile ostruzione dei dreni, perdita di efficienza dei getti impermeabilizzanti,…).  
I valori raccomandati per il coefficiente λ possono essere mutuati da varie fonti presenti in letteratura e sono riassunti nella tabella successiva:  
 
Tabella 2.10- Valori del fattore λ I valori consigliati dalle linee guida francesi si basano sui seguenti risultati, ottenuti dall’analisi dei monitoraggi eseguiti su varie strutture esistenti:  
− il velo di impermeabilizzazione può ridurre efficacemente le sottopressioni, ma in assenza di un sistema di monitoraggio che permetta di stimarne l’efficienza nel tempo è prudenziale non tenere in 
considerazione la sua presenza; 
− i sistemi di drenaggio lo strumento più efficiente ed affidabile per la riduzione dell’intensità delle sottopressioni (sempre nel caso in cui esso sia monitorabile ed, eventualmente, manutenibile).  Ad eccezione del caso di presenza di fondazioni speciali, i valori raccomandati 
del coefficiente riduttivo λ sono quindi riassunti nella seguente tabella:  
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Tabella 2.11 - Valori del fattore λ Nel caso di dighe esistenti il diagramma delle sottopressioni è ottenuto come appena esposto se supportato da idonei dati di monitoraggio rappresentativi e da una dettagliata analisi delle misurazioni.  In dighe sommergibili o dotate di opere accessorie mobili (paratoie), con la formazione di un salto idraulico verso valle, il diagramma delle sottopressioni è ricavato utilizzando l’altezza dell’acqua a valle dello sbarramento dovuta al salto idraulico (ad eccezione del caso di presenza di opere accessorie di drenaggio).  In dighe a gravità fessurate dotate di accorgimenti per la riduzione dell’intensità delle sottopressioni si raccomanda di seguire le indicazioni successive: 
− se la fessura non attraversa la cortina drenante, si considera l’intero valore pari all’altezza idrostatica di monte nel serbatoio in tutta la zona 
fessurata, quindi tale valore sarà ridotto dal coefficiente λ fino al velo drenante, proseguendo poi linearmente fino al valore dell’altezza 
idrostatica di valle (vedi il diagramma trilineare della figura precedente); 
− se la fessura attraversa la cortina drenante, si considera l’intero valore pari all’altezza idrostatica di monte nel serbatoio in tutta la zona fessurata, quindi il diagramma prosegue linearmente fino al valore dell’altezza idrostatica di valle (vedi il diagramma bilineare nella figura precedente). Questo assunto può essere modificato fintanto che si dimostra che il sistema di drenaggio mantiene a sufficienza la propria efficacia, nonostante la fessurazione. 
 
Figura 2.9 - Distribuzione delle sottopressioni in presenza di fessurazione 
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2.4.3 Verifiche di sicurezza Le linee guida francesi fanno riferimento a quattro categorie principali di situazioni che possono verificarsi durante la vita della struttura:  
− normale: si riferisce alle normali condizioni di lavoro della struttura, in particolare in assenza di rischio di alluvione, durante le quali la stabilità deve essere assicurata con un elevato livello di sicurezza; 
− transitoria o rara: si riferisce a quelle condizioni che caratterizzano la struttura per un breve lasso di tempo (fine dei lavori di costruzione con serbatoio vuoto, eventi sismici attesi, formazione di ghiaccio nel 
serbatoio), per le quali è necessario un significativo margine di sicurezza; 
− alluvione (rara, eccezionale o estrema): condizioni che possono presentarsi durante la vita utile della struttura perché legate al suo 
funzionamento; 
− accidentale: vi rientrano le situazioni per le quali è sufficiente che la stabilità sia assicurata con un livello di sicurezza minimo, vista la loro rarità (sismi di elevata intensità, crolli o frane sulle pareti del serbatoio, urti di natanti sugli organi di sbarramento della sommità del corpo diga).  
 
Tabella 2.12 - Condizioni di carico Le azioni vengono combinate in modo da originare le tensioni alle quali la struttura può essere soggetta nelle quattro situazioni tipo, in modo poi da verificare il livello di sicurezza richiesto per i singoli stati limite. Vengono quindi definite tre classi principali di combinazioni delle azioni, alle quali sono associati dei valori dei coefficienti parziali di sicurezza: 
− combinazioni quasi permanenti; 
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− combinazioni rare; 
− combinazioni estreme.  La tabella seguente riporta le principali notazioni utilizzate per denominare le azioni da inserire nelle combinazioni. Si descrivono quindi le combinazioni dei carichi appartenenti alle classi appena specificate, ricordando in breve il significato di alcuni utili acronimi: 
− NWL: Normal Water Level, facente riferimento alla condizione normale di stoccaggio di acqua nel serbatoio, con altezze di riempimento non 
eccezionali; 
− MWL: Maximum Water Level, il quale descrive una situazione di 
alluvione eccezionale; 
− SEE o SES: Seismic Evaluation Earthquake, facente riferimento ad una 
condizione accidentale di sisma; 
− OBE: Operating Basis Earthquake, un evento sismico frequente, il quale può comunque determinare una eventuale ulteriore condizione di collasso o di temporaneo malfunzionamento dell’opera.  
 
Tabella 2.13 - Definizione dei carichi 
− Combinazione quasi permanente 
G0k + G1k + G2k + G3k + G4k +Q1qp + Q2qp + Q3qp 
 
− Combinazione rara: 
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- in condizioni di MWL:     G0k + G1k + G2k + G3k + G4k + Q1-rare + Q2-rare + Q3-
rare 
- in presenza di azione del ghiaccio:  G0k + G1k + G2k + G3k + G4k +Q1qp + 
Q2qp + Q3qp+ Q4 
- in condizioni di OBE:     G0k+G1k+G2k +G3k + G4k +ASBE+Q1qp+Q2qp +Q3qp  
− Combinazione estrema: 
- in condizioni di SEE:     G0k+G1k+G2k +G3k + G4k +ASEE+Q1qp+Q2qp +Q3qp 
- in condizioni di alluvione estrema:     G0k + G1k + G2k + G3k + G4k +AQ1 
+AQ2 + AQ3 Le linee guida francesi definiscono poi, in accordo con l’approccio semiprobabilistico degli Eurocodici, degli Stami Limite come condizioni oltre le quali la struttura non soddisfa più i requisiti di calcolo alla base della progettazione. Essi si dividono in due categorie: 
− Stati Limite d’Esercizio (SLS – Service Limit States), corrispondenti alle situazioni oltre le quali i requisiti legati al funzionamento della struttura 
o di una sua parte non sono più soddisfatti; 
− Stati Limite Ultimi (ULS – Ultimate Limit States), associati alla perdita 
dell’equilibrio statico o ai modi di collasso della struttura; essi hanno a che fare con la sicurezza delle persone e/o della struttura.  Ai fini della stabilità di una diga a gravità vengono esaminati i seguenti Stati Limite: 
− SLS di estensione delle fessure; 
− ULS di resistenza ultima a taglio; 
− ULS di resistenza ultima a compressione. Alcune situazioni particolari possono anche richiedere la verifica di: 
− ULS di capacità portante della fondazione; 
− ULS di sollevamento.  
− SLS di estensione delle fessure Nel caso si ricorra ad una modellazione semplificata 2D del corpo diga, basata sulle ipotesi di Navier, le tensioni normali effettive sul paramento di monte nel caso di assenza di fessurazione possono essere calcolate come segue:  
σn
′ = NL − 6 ML2           (2.21)  con: 
- N = componente normale della risultante delle azioni applicate sulla 
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- M = momento della risultante N, calcolato relativamente al centro 
della sezione; 
- L = ampiezza della sezione. La condizione di non fessurazione è espressa dalla condizione seguente:  
σn
′ (x) > − ftk
γmft
          (2.22) con: 
- ftk = valore caratteristico della resistenza a trazione del materiale considerato (nella pratica coincide con il valore misurato ai giunti di 
costruzione); 
- γmft = coefficiente parziale relativo al valore della resistenza a trazione del materiale e funzione della combinazione di carico esaminata. Le condizioni di stato limite che devono essere esaminate per lo SLS di estensione delle fessure sono espresse sulla base della lunghezza delle lesioni già aperte, ricavata da un calcolo iterativo in cui si consideri che il valore della sottopressione sul paramento di monte sia considerato costante per tutta la lunghezza di sezione fessurata. Le combinazioni delle azioni utilizzate nella verifica e le condizioni ad esse associate sono riassunte nella seguente tabella: 
 
Tabella 2.14 - Stato limite di fessurazione Per quantificare al meglio il margine di sicurezza nel rispetto di questo stato limite è altamente raccomandato di condurre uno studio parametrico sui valori caratteristici della resistenza del materiale, in particolare tenendo di conto anche di un valore nulla per ftk. 
I valori da considerare per il coefficiente parziale di sicurezza γmft sono riportati nella seguente tabella: 
 
Tabella 2.15 - Coefficienti di combinazione per la verifica di SLS di fessurazione    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    106 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  
− ULS di resistenza ultima a taglio La condizione di stato limite di resistenza a taglio è espressa dalla seguente formula:  
�
Ck
γmC
∙ L′ + N′ ∙ (tanφ)k
γmtanφ
� > γd1 ∙ T          (2.23)  in cui: 
- Ck e (tan φ)k sono i valori caratteristici rispettivamente della coesione e della tangente dell’angolo di attrito interno del materiale (nella pratica il loro valore critico di progetto viene calcolato nell’area del 
giunto di costruzione); 
- L’ è la lunghezza della parte non fessurata della sezione esaminata, 
valutata sotto l’azione della combinazione di azioni considerata; 
- N e T sono i valori delle componenti normale e tangenziale della risultante delle azioni agenti sulla sezione considerata, date dalla combinazione di azioni considerata; 
- γmC e γmtanφ sono i valori caratteristici dei coefficienti parziali della resistenza a taglio del materiale e dipendono dalla combinazione 
delle azioni considerata; 
- γd1 è il coefficiente di modello dello stato limite di resistenza a taglio e dipende dalla combinazione delle azioni considerata.   I valori dei coefficienti parziali sopracitati sono riassunti nelle tabelle di seguito riportate:  
- Coesione 
 
Tabella 2.16 - Coefficienti di combinazione per la coesione 
- Tangente dell’angolo di attrito interno 
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- Coefficiente di modello 
 
Tabella 2.18 - Coefficienti di combinazione di modello 
− ULS di resistenza ultima a compressione Questa verifica consiste nell’andare a controllare che non sia superato il limite elastico di resistenza a compressione nella parte di valle della sezione di verifica considerata.  La condizione di verifica dello stato limite di resistenza a compressione è espressa dalla seguente formula:  
γd2 ∙ σn
′ < fck
γmfc
          (2.24)   con: 
- fck = valore caratteristico della resistenza a compressione del 
materiale del corpo diga; 
- γmfc = coefficiente parziale relativo al valore caratteristico della resistenza a compressione e legato alla combinazione delle azioni 
considerata; 
- γd2 = coefficiente di modello dello stato limite di resistenza a compressione, legato alla combinazione delle azioni considerata.  Se si utilizza un modello 2D semplificato basato sulle ipotesi di Navier, la 
tensione normale σ’N sul paramento di valle della diga si può valutare come: 
σn
′ = NL − 6 ML2           (2.25) con i medesimi significati già esposti in precedenza per le grandezze che compaiono nella formula, con la sola accortezza di sostituire L con L’, ampiezza della zona di sezione non fessurata, nel caso di sezione parzialmente fessurata. I valori dei coefficienti parziali sopracitati sono riassunti nelle tabelle di seguito riportate: 
- Resistenza a compressione del materiale 
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- Coefficiente di modello 
 
Tabella 2.20 - Coefficienti di combinazione di modello 
− ULS di capacità portante della fondazione Il controllo della capacità portante della fondazione è eseguito considerando questa come un unico corpo ed è necessario solo nel caso di fondazione su roccia soffice e deve essere esteso fino alla zona non coperta dallo stato limite di resistenza a compressione. La fondazione viene schematizzata come un corpo unico e diffuso, soggetto ad una risultante delle tensioni raffigurata da un carico eccentrico inclinato. In modo simile a quanto suggerito dall’Eurocodice 7, la condizione di stato limite di capacità portante della fondazione è espressa dalla seguente relazione:  Nd ≤ qu,kγmqu ∙ A′          (2.26)  con: 
- Nd = valore di calcolo della componente normale della risultante delle 
azioni esercitate dalla diga sulla fondazione; 
- qu,k = valore caratteristico della capacità portante della fondazione 
per unità di superficie; il suo valore è solitamente preso pari a 1,4; 
- γmqu = coefficiente parziale del valore caratteristico della capacità 
portante; 
- A’ = area della sezione di base della diga soggetta a compressione.  
− ULS di sollevamento Questo stato limite deve essere valutato per strutture di sbarramento realizzate su corsi d’acqua e dotate di organi mobili (paratoie) sulla loro sommità. La resistenza alle sottopressioni è data dal rapporto tra le forze stabilizzanti effettive (dirette verso il basso) e le forze destabilizzanti effettive (dirette verso l’alto): delle prime fanno parte il peso proprio della struttura e l’attrito laterale (generalmente trascurato in prima analisi), mentre delle seconde fanno parte principalmente le sottopressioni, alle quali possono essere sommate altre forze esterne (come l’azione sismica). La condizione di non sollevamento per azione delle sottopressioni è espressa introducendo il concetto di margine di non sollevamento, dato dalla formula seguente:    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    109 
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- N = componente normale delle forze agenti sulla sezione considerata; 
- U = risultante delle sottopressioni, applicata a livello della sezione considerata. Le condizioni da soddisfare per questo stato limite a seconda della combinazione delle azioni utilizzata sono riassunte nella seguente tabella: 
 
Tabella 2.21 - Condizioni di stato limite di sollevamento  Lo stato limite di sollevamento deve essere valuto soprattutto per le strutture dotate di  paratoie, dighe che abbiano un’altezza medio-bassa per le quali: 
- l’altezza degli organi mobili diventi significativa se confrontata con 
quella della diga; 
- il livello dell’acqua a valle dello sbarramento possa diventare significativo a confronto con il livello d’acqua nel serbatoio. Particolare attenzione è posta a quelle situazioni che coinvolgono momentanee interruzioni del servizio della struttura e/o dei suoi organi accessori per lavori di manutenzione. Si tratta di situazioni transitorie, a meno che non assumano una durata nel tempo superiore a sette mesi, per le quali si deve allora considerare una combinazione quasi permanente delle azioni. Queste situazioni transitorie possono essere combinate con un sisma OBE (per dighe che ricadono in zona sismica 3 o 4) oppure con una situazione di alluvione eccezionale e la combinazione risultante può essere considerata come una condizione accidentale. Poiché c’è notevole incertezza riguardo ai valori delle caratteristiche meccaniche del materiale che vengono chiamate in causa dal fenomeno del sollevamento dovuto alle sottopressioni, alle forze stabilizzanti e destabilizzanti non è applicato alcun coefficiente parziale.  
2.4.4 Metodi di analisi sismica Per una diga in calcestruzzo fondata su roccia priva di consistenti fratture, in assenza di fessurazione nel corpo diga né di piani di discontinuità orientati in    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    110 
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− la diga è stata realizzata secondo la regola dell’arte (qualità del calcestruzzo, del processo costruttivo e della realizzazione dei giunti); 
− il comportamento statico della diga è soddisfacente; 
− la massima accelerazione orizzontale su roccia è ≤ 1,2 m/s2 (0,12g); 
− sotto l’azione dei carichi permanenti (principalmente peso proprio e forza idrostatica) le tensioni effettive rimangono nel campo della compressione per una diga a gravità.  Se queste condizioni non sono tutte soddisfatte, è necessario dimostrare con studi specifici la stabilità dinamica della struttura. È raccomandato procedere con i seguenti approcci progressivi: 
− Fase 1: metodo pseudostatico – metodo pseudodinamico; 
− Fase 2: metodo dinamico – modellazione lineare (analisi temporali); 
− Fase 3: analisi post-elastiche di tipo Newmark e/o a blocchi cinetici; 
− Fase 4: analisi non lineari.  Le linee guida francesi descrivono solo l’analisi pseudostatica, rimandando ad altre pubblicazioni per gli altri tipi di analisi [14]. Essa è utilizzata come metodo di calcolo semplificato ed introduce i carichi dinamici schematizzandoli con forze statiche che siano ad essi equivalenti in termini di massime tensioni generate nella struttura.  Vengono introdotte quindi delle forze di inerzia, le quali insorgono effettivamente in presenza del moto del terreno dovuto all’azione sismica, e riguardano l’inerzia della massa del corpo diga soggetta alla massima 
accelerazione a livello del suolo e la medesima per l’acqua del serbatoio; mentre della seconda abbiamo già parlato (si tratta della pressione idrodinamica), le varie componenti dell’inerzia del corpo diga possono essere calcolate come segue: F = k V γb          (2.28)  con: 
− k = α·(ag/g)   coefficiente pseudostatico adimensionale; 
− V = volume del corpo diga, interpretato come un corpo rigido ed espresso in m3; 
− γb = peso unitario del materiale del corpo diga in kN/m3. 
2.4.5 Riferimenti bibliografici [14] Risque sismique et sécurité des ouvrages hydrauliques, MEDDTL, Nov. 2110, 279 p.    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    111 
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2.5 Svezia 
2.5.1 Inquadramento normativo In Svezia non esiste una normative specifica riguardante la progettazione e verifica di dighe e sbarramenti. L’Associazione delle Compagnie Energetiche Svedesi (Svensk Energi) ha però emanato nei primi anni 2000 delle linee guida sulla sicurezza delle dighe: sia le linee guida contenenti indicazioni generali sulla sicurezza delle dighe (RIDAS-HD-2011-12-15) [15], che quelle concernenti nelle specifico la progettazione e verifica delle dighe in calcestruzzo (RIDAS-TV7.3-2011-12-15) [16] sono state aggiornate e nuovamente emanate nel 2011. 
2.5.2 Prescrizioni normative [16] 
2.5.2.1 Pressione idrodinamica Le RIDAS non fanno menzione né di azioni sismiche né tantomeno dei loro effetti, quindi nessuna indicazione è fornita su come valutare le forze d’inerzia sia della massa del corpo diga, che della massa d’acqua del serbatoio, in presenza di sisma. 
2.5.2.2 Sottopressioni La distribuzione delle sottopressioni viene determinata tenendo di conto della presenza di dispositivi di impermeabilizzazione e/o di drenaggio. A seconda della tipologia di diga e della presenza o meno del sistema di drenaggio vengono fornite differenti indicazioni (in questa sede ci concentriamo solo su quelle relative alle dighe a gravità in calcestruzzo).  
− Dighe a gravità in assenza di sistema drenante Si considera agente sull’intera area occupata dalla fondazione una distribuzione lineare delle sottopressioni, i cui valori estremi vadano dalla pressione H (espressa in altezza in m) in corrispondenza del paramento di monte e pari al livello di acqua nel serbatoio alla pressione h sul paramento di valle, pari al livello di acqua a valle dello sbarramento (vedi figura a sinistra).  In presenza di notevoli fratture o discontinuità nella roccia di fondazioni al di sotto del corpo diga può ritenersi necessario assumere valori maggiori per le sottopressioni. Dove all’interfaccia diga-fondazione la sezioni sia fessurata (lato monte), per tutta la lunghezza della zona fessurata si potrà assumere un valore delle sottopressioni pari a quello che si verifica in corrispondenza del paramento di monte. 
   Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    112 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  
  
Figura 2.10 - Diagramma delle sottopressioni 
− Dighe a gravità in presenza di sistema drenante Qualora la diga sia dotata di fori di drenaggio nella roccia di fondazione e di un cunicolo di ispezione e drenaggio nel corpo diga, al livello dell’interfaccia con la roccia di fondazione, l’effetto del sistema di drenaggio è tenuto in considerazione attraverso un abbattimento del valore di monte della sottopressione in corrispondenza della galleria, dove sarà pari a    [0,3(H-h) + h], ottenendo così una distribuzione bilineare per le sottopressioni, come mostrato nella figura successiva. Nel caso in cui i fori di drenaggio siano ostruiti o non perfettamente funzionanti si ridurrà il loro effetto a zero, assumendo nuovamente la distribuzione lineare ed il diagramma trapezio iniziale, come se il sistema drenante non fosse presente. 
 
Figura 2.11 - Distribuzione delle sottopressioni in presenza di drenaggio alla base Se la galleria drenante ed i fori di drenaggio partono da una certa altezza sopra il livello di fondazione, circa comparabile con il livello h d’invaso a valle dello sbarramento, l’effetto della presenza del sistema drenante sarà interpretato con un corrispondente valore della sottopressione pari a [0,5(H-h) + h]. 
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Figura 2.12 - Distribuzione delle sottopressioni in presenza di drenaggio a quota superiore  Una analoga valutazione può essere eseguita per schematizzare l’effetto di un eventuale velo impermeabilizzante, il quale contribuisce sempre a ridurre fino al 50% il valore delle sottopressioni, ottenendo una distribuzione del tipo riportato nella seguente figura:  
 
Figura 2.13- Distribuzione delle sottopressioni in presenza di velo impermeabilizzante  
2.5.3 Verifiche di sicurezza Le dighe in calcestruzzo devono essere progettate ed analizzate ipotizzando la presenza di tutti i carichi che realisticamente potrebbero manifestarsi e le loro combinazioni.  Le situazioni di carico più comuni sono suddivise in:  
− Casi di carico normali o frequenti:     Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    114 
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- livello di acqua nel serbatoio massimo (situazione rappresentata 
dalla sigla DG), pressione del ghiaccio massima e saracinesche chiuse; 
- livello nel serbatoio DG, interruzione provvisoria del servizio, assenza 
di pressione del ghiaccio; 
- livello nel serbatoio DG, con opere di scarico accessorie chiuse ed 
assenza di pressione del ghiaccio; 
- livello nel serbatoio DG, combinato con la più sfavorevole combinazione di saracinesche aperte e chiuse nelle opere accessorie e presenza di acqua d’invaso a valle dello sbarramento. Per le dighe esistenti può essere preso in considerazione anche il caso di carico legato ad un fenomeno di piena.  
− Casi di carico eccezionali 
- acqua d’invaso al livello della sommità del corpo diga, assenza di pressione del ghiaccio e combinazione più sfavorevole di 
saracinesche aperte e chiuse nelle opere accessorie; 
- stesso caso precedente, con presenza di acqua d’invaso a valle dello 
sbarramento ed eventuale carico di piena; 
- sistema di drenaggio inefficiente o fori di drenaggio occlusi, con 
distribuzione delle sottopressioni identica al caso di assenza di dreni; 
- pressione del ghiaccio asimmetrica; 
- condizioni di carico che possono presentarsi in fase di costruzione.  
− Casi di carico accidentali: rappresentano i carichi che possono presentarsi in situazioni di emergenza o nel caso di disastri naturali, guerre, sabotaggi. 
- Livello dell’acqua d’invaso eccezionalmente alto per il 
malfunzionamento o il collasso di un’opera di scarico accessoria; 
- sabotaggio, esplosione o altri incidenti che possono causare carichi eccezionali. Se c’è la necessità di andare a valutare un carico accidentale legato ad un evento eccezionale, lo si farà relativamente alle condizioni e alle combinazioni di carico specifiche legate al singolo caso.  I casi di carico sono classificati in: 
− Stato limite di servizio: livello dell’acqua nel serbatoio massimo (DG), massima pressione del ghiaccio e saracinesche chiuse. 
− Stato limite ultimo:  
- livello dell’acqua oltre il livello massimo, massima pressione del ghiaccio e saracinesche chiuse; 
- livello dell’acqua alla sommità del corpo diga, assenza di pressione del ghiaccio, combinazione più sfavorevole di saracinesche delle    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    115 
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- sistema di drenaggio non funzionante; 
- pressione del ghiaccio asimmetrica; 
- carichi durante le fasi di costruzione. 
− Stato limite ultimo accidentale: 
- vi si annoverano gli stessi casi di carico necessari al calcolo della stabilità della struttura.  Il progetto della sezione trasversale di una diga in calcestruzzo deve seguire il metodo dei coefficienti parziali, secondo il quale i carichi di progetto sono ottenuti moltiplicando il valore caratteristico del carico per un coefficiente parziale delle azioni; i valori di progetto delle resistenze del materiale sono ottenuti in maniera analoga dividendo il loro valore caratteristico per un coefficiente parziale del materiale. Per raggiungere il livello di sicurezza desiderato le forze applicate a qualsiasi sezione esaminata (momenti, forze di taglio e forze normali) vengono moltiplicate per un coefficiente parziale detto coefficiente idraulico h. Il fattore h moltiplica le forze medie anziché i carichi, ottenendo un set di carichi e di casi di carico che risulta intermedio tra l’approccio di calcolo della stabilità 
e il progetto della sezione trasversale; ciò significa che mediamente la sezione può essere controllata attraverso le forze e le tensioni prese direttamente dal calcolo della stabilità. La tabella successiva riporta i valori del coefficiente idraulico h per gli stati limite ultimi: 
COEFFICIENTE 
IDRAULICO h 
γh per combinazioni 
normali 
γh per combinazioni 
eccezionali Momento 1,50 1,25 Forza di taglio 1,50 1,25 Forza normale, trazione 1,50 1,25 Forza normale, compressione 1,80 1,50 
Tabella 2.22 - Coefficiente idraulico h Analizzando casi di carico accidentali si può assumere un valore unitario del coefficiente idraulico (γh=1,0). Analogamente per qualsiasi combinazione di carico che rientri tra gli stati limite di servizio.  Una diga in calcestruzzo deve poi soddisfare le seguenti condizioni di stabilità: 
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− la diga deve essere sicura nei confronti del ribaltamento (overturning); 
− la diga deve essere sicura nei confronti dello scorrimento (sliding); 
− la resistenza del calcestruzzo e del terreno di fondazione devono devono essere rispettate (overstressing e bearing capacity). Il controllo viene dei requisiti di stabilità viene effettuato sia per i casi di carico normali, che per quelli eccezionali ed accidentali.   
− Verifica di stabilità al ribaltamento (Overturning) La regola del terzo medio non può essere ritenuta un criterio attendibile per la stabilità a ribaltamento (si può dimostrare che, se al più la risultante dei carichi cade sul bordo del nocciolo centrale d’inerzia, il coefficiente di sicurezza è unitario), ma può essere utilizzata come criterio per assicurare che l’intera area di fondazione sia compressa e che le sottopressioni decrescano linearmente. Nei casi di carico eccezionali è permesso che la risultante cada fuori dal nocciolo centrale d’inerzia, ma rimanendo entro i “3/5 dell’area”. Di conseguenza una parte dell’area di fondazione sarà non soggetta a compressione, ma a trazione, e quindi probabilmente fessurata, perciò in questa zona le sottopressioni saranno assunte con il valore massimo che si ha sul paramento di monte.   
Figura 2.14 - Verifica di ribaltamento  Per forme non rettangolari la regola dei “3/5 dell’area” non è definita, ma si può seguire il procedimento seguente: 
- per un solido continuo i “3/5 dell’area” rappresentano l’area del 3/5 medio della sezione, con il nocciolo centrale d’inerzia o nucleo della sezione che forma il terzo medio (vedi immagine a fianco);  
- per un solido monolitico a sezione di base rettangolare, se si sceglie di rispettare lo stesso rapporto tra il bordo del nucleo dell’area ed i “3/5 dell’area” come nel caso precedente, si procede come rappresentato nella figura successiva: 
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Figura 2.15 - Schema per la verifica di ribaltamento Il ribaltamento viene calcolato in relazione alla rigidezza ed alla 
resistenza del calcestruzzo; generalmente esso viene valutato rispetto al piede del paramento di valle, se fondato su roccia di buone caratteristiche meccaniche, considerando la struttura come un corpo rigido, anche se si deve tenere di conto pure della sua resistenza e rigidezza. Il fattore di sicurezza nei confronti del ribaltamento è valutato come rapporto tra la somma dei momenti stabilizzanti fratto la somma dei momenti ribaltanti, calcolati come appena detto:  s =  MstabMrib   e, a seconda delle combinazioni di carico, deve assumere i seguenti valori: 
- casi di carico normali:   s = 1,50; 
- casi di carico eccezionali:   s = 1,35; 
- casi di carico accidentali:   s = 1,10.  
− Verifica di stabilità allo scorrimento (Sliding) La stabilità allo scorrimento è assicurata controllando che le forze orizzontali possano essere trasferite dalla struttura al terreno. La coesione tra roccia di fondazione e materiale del corpo diga è generalmente trascurata nel calcolo della resistenza a scorrimento, secondo l’uso svedese. Il controllo della stabilità a scorrimento è eseguito sia all’interfaccia diga-fondazione, che per una qualsiasi superficie debole all’interno della fondazione. Inoltre tale controllo deve essere eseguito anche per una qualsiasi zona pericolosa nel corpo diga, come per esempio i giunti di costruzione o le variazioni di sezione. La condizione di stabilità è rispettata se il valore calcolato per il 
coefficiente di scorrimento μ non eccede i valori massimi consentiti. Il    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    118 
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valore di μ esprime la relazione esistente tra la risultante delle forze parallele e di quelle normali al piano di scorrimento. La condizione che esprime la verifica a scorrimento è espressa di seguito:  
µ = RHRV ≤ µtill = tan�δg�sg           (2.29) con: 
- RH = risultante delle forze parallele al piano di scorrimento; 
- RV = risultante delle forze ortogonali al piano di scorrimento; 
- tan(δg) = valore del coefficiente di attrito lungo la superficie di 
scorrimento; 
- sg = coefficiente di sicurezza, il cui valore è tabellato in funzione della natura del suolo di fondazione e del caso di carico esaminato:  Natura del terreno Caso di carico normale Caso di carico eccezionale Caso di carico accidentale Roccia 1,35 1,10 1,05 Detriti morenici, ciottoli, sabbia 1,50 1,35 1,25 Limo e argilla 1,50 1,35 1,25 
Tabella 2.23- Verifica a scorrimento - Coefficienti di sicurezza Per controllare la stabilità a scorrimento all’interfaccia diga-fondazione si utilizzano invece i seguenti valori:  
Natura del terreno Caso di carico normale 
Caso di carico eccezionale 
Caso di carico accidentale 
Valore massimo 
per tan(δg) Roccia 0,75 0,90 0,95 1,00 Detriti morenici, ciottoli, sabbia 0,50 0,55 0,60 0,75 Limo e argilla 0,40 0,45 0,50 0,60 
Tabella 2.24 Verifica a scorrimento all'interfaccia diga-fondazione- Coefficienti di sicurezza 
− Controllo delle tensioni alla base La base del corpo diga deve essere verificata per le tensioni di pressione e di taglio. I valori ammissibili delle tensioni nella fondazione sono 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  determinati caso per caso in base a risultati o stime da indagini geologiche. Analogamente si dovrà controllare che le tensioni nel calcestruzzo non eccedano i valori massimi permessi di resistenza. La distribuzione delle tensioni alla base può essere calcolata in accordo alla teoria del solido elastico con la formula di Navier. Se la geometria e le caratteristiche della fondazione sono complicate, si può ricorrere ad una analisi più complicata, ad esempio attraverso una modellazione agli elementi finiti.  
2.5.4 Metodi di analisi sismica Poiché nessun accenno è fatto alla possibile presenza di azioni sismiche, da considerare eventualmente anche nella modellazione ed analisi della struttura, niente è detto nelle linee guida svedesi RIDAS circa l’analisi sismica di una diga.  
2.6 Norvegia 
2.6.1 Inquadramento normativo Il regolamento norvegese è stato revisionato agli inizi degli anni 2000 e ripubblicato nel 2005 ad opera del Direttorato Norvegese per l’Energia e le Risorse Idriche, un Dipartimento del Ministero del Petrolio e dell’Energia norvegese. Porta il nome di Linee guida per le dighe in calcestruzzo (Retningslinjer for betongdammer) [17] e costituisce un allegato al §4.8 del Regolamento sulla sicurezza e la supervisione delle strutture idrauliche sui corsi d’acqua [18].  
2.6.2 Prescrizioni normative [17] 
2.6.2.1 Pressione idrodinamica Le linee guida norvegesi non fanno menzione né di azioni sismiche né tantomeno dei loro effetti, quindi nessuna indicazione è fornita su come valutare le forze d’inerzia sia della massa del corpo diga, che della massa d’acqua del serbatoio, in presenza di sisma.  
2.6.2.2 Sottopressioni È necessario porre attenzione alla pressione nei pori all’interno del corpo diga e alle sottopressioni che possono svilupparsi all’interfaccia diga-fondazione.      Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    120 
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− CASO 1: dighe in calcestruzzo a gravità senza sistema di drenaggio 
- Nelle sezioni di verifica in cui l’analisi fornisca la presenza di sole tensioni di trazione si dovranno considerare delle sottopressioni di valore costante e pari al valore della pressione idrostatica sul 
paramento di monte; 
- nelle sezioni in cui le tensioni agenti siano solo di compressione la distribuzione delle sottopressioni sarà assunta lineare e decrescente dal valore della pressione idrostatica di monte sul paramento di monte a quella di valle sul paramento di valle (vedi immagini di sinistra nella figura seguente). 
 
Figura 2.16 - Distribuzione delle sottopressioni - CASO 1 
− CASO 2: dighe in calcestruzzo a gravità in presenza di sistema di drenaggio 
- Nelle sezioni di verifica in cui l’analisi fornisca la presenza di sole tensioni di trazione si dovranno considerare delle sottopressioni di valore costante e pari al valore della pressione idrostatica sul 
paramento di monte; 
- in corrispondenza della galleria drenante del sistema di drenaggio la sottopressione varrà  pdren = p2 + k(p1 − p2)          (2.30)  con: 
- pdren = sottopressione calcolata sotto la galleria di drenaggio; 
- p1 = sottopressione sul paramento di monte, con profondità dell’acqua h1; 
- p2 = sottopressione sul paramento di valle, con profondità dell’acqua h2; 
- k = fattore pari a 0,33, in assenza di dati sperimentali al riguardo.  
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- Nelle sezioni in cui le tensioni agenti siano solo di compressione la distribuzione delle sottopressioni sarà assunta lineare e decrescente dal valore della pressione idrostatica di monte sul paramento di monte, al valore della sottopressione calcolato con la formula precedente in corrispondenza della galleria drenante, al valore della pressione idrostatica di valle sul paramento di valle (vedi immagini di destra nella figura precedente).  
− CASO 3: combinazioni di carico accidentali 
- Nel caso di eventi eccezionali come una piena, che aumentino il livello dell’acqua nel serbatoio al massimo livello di piena, le sottopressioni saranno valutate in base al nuovo valore di pressione idrostatica di 
monte; 
- dighe dotate di sistema drenante devono essere verificate in questa combinazione di carico come se esso non fosse presente.  
− CASO 4: pressione porosa con interfacce diga-fondazione fissate contro le 
sottopressioni Si tratta di strutture in cui la pressione porosa è controllata in modo da garantire la rottura secondo superfici di scorrimento prevedibili. In esse è permesso considerare la distribuzione delle sottopressioni come lineare anche se la sezione di verifica non è tutta compressa. Quando il corpo diga è fissato alla fondazione con ancoraggi o tiranti si può assumere per la pressione porosa, per combinazioni di carico di progetto, quanto segue:  
- in assenza di un sistema di drenaggio attivo le sottopressioni sono considerate ad andamento lineare dal valore di pressione idrostatica di monte a quello di valle. Non si distingue tra giunti costruttivi in tensione o compressione (immagine di sinistra nella figura 
successiva); 
- se il sistema drenante è attivo, si seguono le regole precedenti riportate al CASO 1. Non si distingue tra giunti costruttivi in tensione o compressione (immagine di destra). 
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Figura 2.17 - Distribuzione delle sottopressioni - CASO 4 
2.6.3 Verifiche di sicurezza È necessario dimostrare che la struttura resiste ai carichi indicati al §4.1 del Regolamento sulla sicurezza e la supervisione delle strutture idrauliche sui corsi d’acqua [18]. Il valore di progetto dei carichi è determinato moltiplicandone il 
valore caratteristico per un coefficiente di carico; i carichi devono essere poi combinati in modo fisicamente plausibile e sfavorevole. Gli stati limite da considerare per il controllo della resistenza e stabilità della struttura sono: 
− Stato limite di Servizio carichi tutti con coefficiente gL = 1,0; 
− Condizione di trazione Pressione dell’acqua e del ghiaccio con gL = 1,2, 1,0 se il carico è stabilizzante Peso proprio della diga con gL = 1,2, 1,0 se il carico è stabilizzante Altri carichi eventuali, come specificato nel Regolamento 
− Stato limite accidentale Pressione dell’acqua e del ghiaccio con gL = 1,0 Altri carichi eventuali, come specificato nel Regolamento  I calcoli per la stabilità della struttura (ribaltamento e scorrimento), seguendo le regole successivamente esposte, devono utilizzare i seguenti coefficienti: 
− in fase di progetto: tutti i carichi con gL = 1,0; 
− in fase di verifica (solo per il caso di carico accidentale): tutti i carichi con gL = 1,0.  In generale la stabilità è controllata in tutti I probabili piani di frattura e scorrimento all’interno del corpo diga, all’interfaccia diga-fondazione e nella 
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− sicurezza contro il ribaltamento causato dalla posizione della risultante 
delle forze agenti; 
− sicurezza verso il ribaltamento, espresso come rapporto tra il momento 
stabilizzante e quello ribaltante; 
− sicurezza verso lo scorrimento, espresso come il rapporto tra la resistenza allo scorrimento su di un piano ed i carichi applicati lungo di 
esso; 
− controllo delle trazioni.  
− Verifica di stabilità a ribaltamento (Overturning) Per le dighe a gravità, nelle quali tensioni di trazione in qualsiasi parte della sezione di verifica considerata possono condurre a fessurazione e al rischio di un aumento della pressione porosa, con insorgere di maggiori sottopressioni, la sicurezza nei confronti del ribaltamento deve essere provata dimostrando che la risultante delle forze cade all’interno di una zona della sezione ben delimitata. Dove non sussiste il rischio di aumento della pressione porosa o esso sia ridotto la stabilità nei confronti del ribaltamento può essere dimostrata provando che il rapporto tra il momento stabilizzante e quello ribaltante non supera un certo valore limite.   Nel caso di dighe in cui la fessurazione può far aumentare le sottopressioni, caso peraltro comune sia a dighe dotate di sistema di drenaggio che non, il requisito per la stabilità al ribaltamento è il seguente: 
- la risultante delle forze agenti deve cadere entro il terzo medio della sezione analizzata.  Questa condizione è soddisfatta considerando solo il peso proprio o l’azione positiva di eventuali tiranti. Quando questi sono trascurati ci si può rifare all’altezza della diga e alla classe della stessa attraverso un controllo addizionale, il quale stabilisce un livello minimo di stabilità al ribaltamento secondo quanto riportato nella seguente tabella:  ALTEZZA DELLA DIGA H CLASSE 1 CLASSE 1 CLASSE 1 CONTROLLO DI STABILITÀ u/partecipazione tiranti H > 7 m s s s a > B/12 
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H < 7 m s o b \ \ a interno alla sezione esaminata da DFV (senza azione del ghiaccio) 
Tabella 2.25- Condizioni per la verifica a ribaltamento  con: 
- s = fattore di partecipazione alla stabilità dei tiranti; 
- b = fattore di partecipazione alla stabilità di ancoraggi nella roccia; 
- a = distanza minima risultante dal bordo verso valle della zona di 
sezione in cui deve cadere la risultante; 
- B = ampiezza della sezione trasversale in esame.  Nel caso di casi di carico accidentali la sicurezza al ribaltamento è mantenuta fintanto che la risultante delle forze si mantiene non oltre il bordo di valle del terzo medio per più di 1/6 della larghezza della sezione. Si trascurino in prima approssimazione tiranti e ancoraggi. Devono poi essere eseguiti dei controlli sulle massime tensioni di compressione  nel calcestruzzo, specialmente se la risultante delle forze esce dal terzo medio. Nel caso di dighe in cui la fessurazione non aumentare le sottopressioni la sicurezza nei confronti del ribaltamento è valutata attraverso il rapporto tra il momento stabilizzante e quello ribaltante, espresso dalla relazione seguente: S = MSMV  con: 
- S = fattore di sicurezza la ribaltamento; 
- MS = momento stabilizzante; 
- MV = momento ribaltante.  La stabilità può essere ritenuta verificata quando sono verificate le seguenti condizioni: 
- S < 1,4, ridotto a 1,1 in dighe in cui possa essere ignorata la 
partecipazione di tiranti e ancoraggi, se presenti; 
- con combinazioni di carico accidentali si deve avere S < 1,3, ridotto a 1,1 in dighe in cui possa essere ignorata la partecipazione di tiranti e ancoraggi, se presenti. 
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− Verifica di stabilità a scorrimento (Sliding) La stabilità allo scorrimento può essere controllata determinando i carichi che possono essere trasferiti dalla struttura alla fondazione su tutti i piani di scorrimento possibili nel corpo diga, all’interfaccia diga-fondazione e nella fondazione.  Il fattore di sicurezza allo scorrimento è valutato come segue:  S =  F
∑H  in cui S è il fattore di sicurezza, F la somma delle forze normali alla superficie di scorrimento e   ∑H la somma delle forze orizzontali che inducono lo scorrimento. Per un piano di scorrimento generico, che devia dall’orizzontale di un 
angolo α, il calcolo di F può essere condotto attraverso la formula seguente:    F = cAcosα(1 − tanφ ∙ tanα) + (N − U) tan(φ + α)          (2.31)   dove il valore α = 0 riduce la formula per il fattore di sicurezza S alla seguente:  S = cA + ∑V ∙ tanφ
∑H           (2.32) in cui: 
- S = fattore di sicurezza al ribaltamento; 
- Φ = angolo di attrito interno; 
- tanφ = coefficiente di attrito; 
- α = angolo di inclinazione del piano di scorrimento sull’orizzontale; 
- C = coesione del terreno di fondazione; 
- A = area della porzione di piano di scorrimento sulla quale agiscono tensioni di compressione; 
- U = pressione nei pori che origina sottopressioni; 
- N = risultante delle componenti dei carichi normali al piano di 
scorrimento; 
- ∑V = N − U; 
- ∑H = risultante delle componenti dei carichi agenti parallela al piano di scorrimento. 
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Figura 2.18 - Verifica a scorrimento - Azioni in gioco Il contributo della coesione all’interfaccia diga-fondazione non è incluso nella valutazione del fattore di sicurezza S a meno che non sia dimostrato da dati sperimentali.  Analogamente per quanto riguarda giunti di dilatazione malamente realizzati.  Per giunti di dilatazione ben realizzati, in assenza di fessurazione generalizzata del calcestruzzo, il massimo contributo di coesione è quantificato in 0,085�fcd [MPa] e lo si può prendere in considerazione anche senza il supporto di dati sperimentali (fcd = resistenza a compressione di progetto del calcestruzzo).   Quando la coesione è trascurata il fattore di sicurezza S può al più valere: 
- 1,50 per i carichi di progetto; 
- 1,10 per condizioni di carico rare o eccezionali. Quando la coesione è invece presa in considerazione, S può al più valere: 
- 3,0 per i carichi di progetto (2,50 se i valori della coesione sono 
verificati sperimentalmente); 
- 2,0 per condizioni di carico rare o eccezionali  (1,50 se i valori della coesione sono verificati sperimentalmente). Se l’angolo di attrito interno non è valutato direttamente con indagini sperimentali, esso può essere preso al massimo pari a: 
- 50° per roccia dura, con superficie rugosa e scistosità del minerale 
favorevole; 
- 45° per roccia dura, con scarsa rugosità in presenza di scistosità e 
perdita di frammenti in assenza di scistosità; 
- 40° per roccia non coesa; 
- 45° per piani di scorrimento nel corpo in calcestruzzo della diga. 
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− Stato limite di servizio In strutture rinforzate si deve procedere al calcolo dell’ampiezza delle fessure per la verifica dello stato limite di servizio ed esse non devono superare oltre gli 0,3 mm lo spessore minimo del rivestimento di calcestruzzo (copriferro) fornito dalla EN3473. La sicurezza degli interventi di rinforzo all’attacco della ruggine può essere controllata attraverso la tensione del rinforzo stesso, che non deve superare i 180 MPa. La distanza tra le barre di rinforzo può essere al massimo pari a metà dello spessore della struttura, ma mai superiore a 200 mm in modo da assicurare una fessurazione diffusa, ma con fessure di ridotta ampiezza. Se si usa la pretensione delle barre, questo limite può essere ignorato.   
2.6.4 Metodi di analisi sismica Analisi statiche e dinamiche possono essere basate sulla teoria lineare o non lineare o introducendo la plasticità.  Secondo la teoria elastica lineare la rigidezza può essere valutata considerando anche l’eventuale stato di fessurazione della sezione. Quando essa è introdotta in condizioni al bordo che tengano di conto dello stato di fessurazione è necessario dimostrare che l’ampiezza delle fessure non superi i limiti riportati al §2.5. Allo stato limite ultimo si può considerare una ridistribuzione limitata delle forze e dei momenti, purché si dimostri che il dimensionamento tiene di conto di tutti i fattori legati a tale ridistribuzione. La teoria non lineare deve essere introdotta quando effetti non lineari dovuti alla geometria o alle caratteristiche del materiale influenzano la stabilità della struttura. Il calcolo si dovrà quindi basare sulle proprietà di resistenza del materiale indicate dalla EN 3473, sezione 11.3. Il ricorso alla teoria della plasticità è valido solo per gli stati limiti accidentali e si deve dimostrare che la struttura si deforma nel modo atteso, formando le superfici di rottura previste. Si tratta delle uniche indicazioni fornite dal regolamento norvegese in materia di analisi di una diga in calcestruzzo. Per ulteriori indicazioni il Regolamento consiglia di riferirsi ad altre pubblicazioni [19].    
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2.7 Spagna 
2.7.1 Inqudramento normativo In Spagna il Regolamento normativo generale concernente le opere di sbarramento è stato pubblicato nel marzo 1996 sotto il titolo di Regolamento Tecnico per la Sicurezza delle Dighe e dei Serbatoi (Reglamento Técnico sobre 
Segurìdad de Presas y Embalses) [20] e costituisce la versione aggiornata del precedente regolamento del marzo 1967 (Instrucción para el proyecto, 
construcción y explotación de grandes presas) [21]. Questo Regolamento non fornisce alcuna indicazione tecnica specifica, la cui scelta è lasciata alla responsabilità del progettista e del proprietario della diga, ma definisce comunque i requisisti minimi di sicurezza che devono essere rispettati per limitare e prevenire il rischio potenziale associato all’esercizio di queste strutture.  
2.7.2 Prescrizioni normative 
2.7.2.1 Pressione idrodinamica Il Regolamento spagnolo resta decisamente sul generico nel fornire criteri di progettazione sismica e non fa alcun riferimento quantitativo ai fenomeni di incremento della pressione dell’acqua in presenza di azione sismica.  L’unico criterio generale che viene fornito è quello di dover andare a giustificare le procedure utilizzate dal progettista per tenere di conto degli effetti idrodinamici esercitati dall’acqua contenuta nel serbatoio sul corpo diga. Una fonte di regole di buona pratica è costituita dal precedente Regolamento del 
1967, il quale consentiva e consigliava l’uso della formula di Westergaard semplificata per computare gli effetti idrodinamici dovuti all’acqua immagazzinata nel serbatoio.  
2.7.2.2 Sottopressioni Nel Regolamento [20] il termine “sottopressioni” non è introdotto ed è rimpiazzato dal più generico “pressione nei pori” o “pressione porosa”. Gli effetti della pressione nei pori devono essere presi in considerazione nella stima della sicurezza della struttura per tutte e tre le condizioni di carico (normale, accidentale ed estrema) ed i suoi effetti devono essere tenuti in considerazione dal progettista in accordo con le indicazioni generali contenute nel Regolamento. Si deve anche tenere di conto di possibili aumenti della pressione nei pori, nella condizione di carico accidentale, dovuti ad un innalzamento del livello idrico nel serbatoio.  
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  In fase di progetto la pressione nei pori deve essere adeguatamente tenuta in considerazione e devono essere presi idonei provvedimenti per limitarne la presenza (sistemi di drenaggio, …). Se in fase di esplorazione e scavo dell’area di fondazione ci si rende conto che le assunzioni fatte in fase di progetto sottostimano il valore plausibile della pressione nei pori, si deve accrescere il ricorso a sistemi di drenaggio o simili per abbassare il livello del serbatoio, ricreando una situazione accettabile.  La pratica corrente, che deriva dal precedente Regolamento Tecnico del 1967 [21], più dettagliato sull’argomento, si basa sulla determinazione analitica del reticolo di flusso al fine di determinare la distribuzione della pressione nei pori. Tenendo di conto delle inevitabili incertezze che affliggono questo procedimento, possono essere utilizzate delle regole empiriche  quando sono stati approntati idonei sistemi di riduzione delle sottopressioni (dreni, veli impermeabilizzanti, …) ed è necessario ricorrere anche a strumenti di misura adeguati. 
 
2.7.3 Verifiche di sicurezza In funzione del rischio potenziale che potrebbe derivare dalla rottura o malfunzionamento tutte le dighe dovrebbero essere classificati in conformità con le "Linee guida della Protezione civile di pianificazione prima del rischio di alluvione” [22] in una delle seguenti categorie: 
− Classe A: Dighe il cui guasto o cattivo funzionamento può compromettere seriamente i servizi urbani o essenziale e produrre materiale molto consistente o danni ambientali. 
− Classe B: Dighe il cui guasto o cattivo funzionamento può causare significativi danni fisici o ambientali o influenzare un piccolo numero di case. 
− Classe C: Dighe il cui guasto o cattivo funzionamento può causare danni di moderata importanza e solo incidentalmente la perdita della vita. In ogni caso a quest'ultima categoria appartengono tutte le dighe non comprese nelle categorie precedenti (A o B).  Sono considerati tre tipi di carico o combinazioni di essi, a seconda del loro grado di rischio e di permanenza: 
− Normale – corrispondente al peso di galleggiabilità, pressione nei pori, serbatoio a diversi livelli fino al livello normale massimo (NMN), la spinta dei sedimenti, nonché gli effetti dovuti alla temperatura e altri in concomitanza con un livello di persistenza ritenuto apprezzabile; 
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- insorgere di sottopressioni a causa di un aumento del livello del serbatoio fino al limite di piena definito in corso di progetto (Nivel de 
la Avenida de Proyecto - NAP); 
- aumento anomalo della pressione interstiziale; 
- azioni sismiche, con l'intensità prevista nella zona; 
- spinta dovuta al ghiaccio, variazioni anomale di temperatura ed altre azioni, a condizione che siano di durata limitata; 
− Estrema – quelli prodotti da:  
- insorgere di sottopressioni a causa di un aumento del livello del serbatoio fino al limite estremo di piena definito in corso di progetto (Nivel de Avenida Extrema - NAE) o di un malfunzionamento straordinaria degli sbarramenti mobili sulla sommità del corpo diga;  
- situazioni anomale e diffuse diminuzioni di resistenza.  Per le singole combinazioni di carico si possono adottare diversi fattori di sicurezza a seconda del tipo di sollecitazione che viene considerato. Nel caso in cui una sollecitazione duri più di quello che è stato preso in considerazione per la classificazione di cui sopra, saranno elencati degli altri fattori da applicare, insieme alla protezione appropriata. Saranno presi in considerazione diversi scenari e requisiti simultanei ragionevolmente compatibili. Ogni combinazione sarà classificata in base alla propria probabile persistenza e al grado di probabilità di accadimento e verranno presi in considerazione i fattori di sicurezza corrispondenti.  Per quanto riguarda le singole verifiche di sicurezza la pratica comune è quella di rifarsi al precedente Regolamento del 1967 [21], nel quale erano contenute migliori e più specifiche indicazioni tecniche in merito. Esso annoverava le seguenti condizioni di carico, secondo le quali andare a verificare la diga: 
A1) serbatoio vuoto: azione di peso proprio e variazioni di temperatura; A2) serbatoio pieno: peso proprio, pressione idrostatica, sottopressioni (calcolate in base al massimo livello normale di riempimento del serbatoio), spinta dovuta ai sedimenti, spinta del ghiaccio (se presente), spinta dovuta al moto ondoso per variazioni del vento, variazioni di temperatura. Tra le situazioni accidentali si collocavano: B11) azione sismica in concomitanza con le sollecitazioni originate dalle forze 
agenti nella condizione A1; 
B21) condizione A2 considerando il sistema di drenaggio come inefficiente; 
B22) azione sismica, accoppiata alle sollecitazioni della condizione A2; si supporranno le sottopressioni come non influenzate dalla presenza del sisma e 
si potranno trascurare le azioni di ghiaccio e onde; 
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serbatoio, che però non influenzerà le sottopressioni; l’azione del ghiaccio può essere trascurata.  
− Verifica della stabilità a scorrimento (Sliding) Il controllo della stabilità statica della diga veniva eseguito attraverso un approccio all’equilibrio limite, cioè comparando le forze di taglio parallele ad un piano di scorrimento lungo il quale eseguire le verifiche con le forze stabilizzanti ortogonali al piano stesso.  I fattori di sicurezza corrispondono a fattori di riduzione da applicare ai parametri che caratterizzano la resistenza a taglio, cioè la coesione c ed 
l’angolo di attrito interno φ. Essi hanno valori distinti per le condizioni di carico normali (A1 e A2) e per quelle accidentali (B11, B21, B22 e B23), i quali sono riportati nella tabella seguente:  CONDIZIONI DI CARICO 
FATTORI DI RIDUZIONE DELLA RESISTENZA A TAGLIO 
Attrito φ Coesione c Normale 1,50 5,00 Accidentale 1,20 4,00 
Tabella 2.26- Fattore di riduzione della resistenza a taglio 
− Verifica di stabilità a ribaltamento (Overturning) Nessuna indicazione è fornita nemmeno nel Regolamento del 1967 riguardo la verifica di stabilità a ribaltamento, forse intendendo essa già verificata una volta che lo siano la verifica a scorrimento e alle tensioni di esercizio. Infatti la rottura per ribaltamento si manifesta generalmente, nelle dighe a gravità, quando il collasso per altre cause (eccessiva fessurazione per tensioni di trazione, …) è già sopraggiunto.  
− Verifica di resistenza (Overstressing) Lo stato di tensione nel corpo diga può essere determinato applicando i criteri classici di resistenza dei materiali e della teoria dell’elasticità.  In fase di progetto devono essere adottati dei fattori di sicurezza per le tensioni interne, in modo poi da poterle confrontare con i valori delle resistenze caratteristiche del calcestruzzo (a 90 giorni). I valori di questi fattori sono riportati nella seguente tabella:  
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FATTORI DI SICUREZZA DELLE TENSIONI Compressione Trazione  Normale 4,00 3,00 Accidentale 3,00 2,00 
Tabella 2.27 - Fattore di sicurezza per la verifica di overstressing Nei casi in cui lo scarto quadratico medio dei risultati di prove a rottura su provini di calcestruzzo sia inferiore al 15% i valori segnalati per i coefficienti di sicurezza possono essere ridotti del 20%. Salvo esaurienti giustificazioni, le tensioni di compressione nel corpo diga non devono essere inferiori ad 80 kg/cm2, mentre in nessun caso devono superare i 100 kg/cm2 per condizioni di carico normali e 120 kg/cm2 per condizioni di carico accidentali. Non saranno poi ammessi in condizioni di carico normali tensioni di trazione superiori ai 10 kg/cm2, mentre in condizioni di carico accidentali tale limite può essere aumentato del 20%. 
2.7.4 Metodi di analisi sismica Il Regolamento spagnolo [20] resta decisamente sul generico nel fornire criteri di progettazione sismica. Esso prescrive la necessità di verificare il comportamento sicuro della struttura in presenza degli effetti legati all’azione sismica, sia per quanto riguarda il corpo diga che il serbatoio, e rimanda alla normativa sismica per la valutazione dell’azione sismica. Per le dighe di categoria A il Regolamento prescrive di inserire, tra le combinazioni di carico estreme, una combinazione sismica con un’azione sismica ragionevolmente più alta di quella considerata con le combinazioni accidentali, senza però alcuna precisazione quantitativa. Se poi strutture del genere ricadono anche in zone di elevata sismicità, sono richiesti studi sismotettonici ad hoc per stimare i parametri sismici necessari al calcolo. Nessun riferimento è fatto quindi esplicitamente a possibili metodi utilizzabili per l’analisi sismica ed il progettista sarà tenuto a ricorrere a metodi di comprovata validità, rispettando i criteri generali sopra elencati. La pratica corrente deriva dal precedente Regolamento del 1967 [21], la quale imponeva la conduzione di una analisi dinamica, con determinazione dei possibili modi di vibrare della struttura, per le dighe a gravità alte almeno 100 m. 
2.7.5 Riferimenti bibliografici [20] Reglamento Técnico sobre Seguridad de Presas y Embalses 
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2.8 Portogallo 
2.8.1 Inquadramento normativo Il Regolamento riguardante la stima della sicurezza delle dighe al momento vigente in Portogallo è il Regolamento per il Progetto delle Dighe [23], approvato nel settembre 1993 ed attualmente vigente. 
2.8.2 Prescrizioni normative 
2.8.2.1 Pressione idrodinamica Nel Regolamento portoghese [23] non viene fornita alcuna indicazione tecnica su come computare la pressione idrodinamica. Viene solamente ricordato che, tra le azioni dovute alla presenza di acqua nel serbatoio, è necessario annoverare la pressione idrodinamica originata dalle vibrazioni sismiche in corrispondenza della superficie di contatto tra l’acqua del serbatoio ed il corpo diga, cioè il paramento di monte dello stesso. 
2.8.2.2 Sottopressioni Gli effetti dovuti alla pressione interstiziale devono essere considerati tenendo di conto della presenza di un flusso d’acqua attraverso i pori del materiale del corpo diga, i giunti di costruzione o le fessure (nella fondazione e nel corpo diga) e delle azioni ad esso associate (forze di massa, forze di superficie e variazioni volumetriche).  Nell’analisi della fondazione di dighe importanti è necessario l’utilizzo di modello idraulici numerici 2D o 3D per valutare questo flusso d’acqua ed il gradiente di pressione ad esso associato. Gli effetti meccanici dovuti all’acqua devono essere valutati in termini di pressioni e tensioni effettive ricorrendo a forze di massa proporzionali al gradiente di pressione.  Per le analisi di stabilità le forze di massa possono essere sostituite con forze di superficie equivalenti, considerando queste come delle sottopressioni agenti all’interfaccia diga-fondazione e tenendo di conto anche degli effetti dell’eventuale presenza di sistemi di drenaggio. Per dighe a gravità (o anche per dighe ad arco di spessore ridotto) le sottopressioni in corrispondenza della linea dei dreni devono valere circa 1/3 della pressione idrostatica in corrispondenza del paramento di monte. 
2.8.3 Verifiche di sicurezza Il Regolamento portoghese individua come combinazioni di carico fondamentali una combinazione relativa alla fase di Costruzione, una relativa 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  all’Esercizio (Normale) ed una relativa alle condizioni Estreme (presenza di azioni eccezionali come piene, fenomeni sismici, …).  Mentre per le condizioni di carico legate alle fasi di Costruzione e per quelle Normali è sufficiente studiare lo stato di tensione del sistema diga-fondazione attraverso una analisi elastica-lineare, per le condizioni di carico Estreme è necessario andare a stimare adeguati fattori di sicurezza nei confronti delle condizioni di collasso studiate, anche attraverso analisi con materiali a comportamento non lineare.  
− Verifica della stabilità a scorrimento (Sliding) I fattori di sicurezza allo scorrimento che vengono forniti dal Regolamento sono da intendersi come applicati ai parametri di resistenza a taglio, cioè alla coesione interna c della roccia di fondazione e al suo angolo di attrito interno φ e variano a seconda della condizione di carico:  
- per condizioni di carico Normali le tensioni nella fondazioni, in elementi volumetrici del corpo diga e lungo i giunti o altri piani deboli (indipendentemente dalla possibilità di collasso effettivo lungo di essi) devono soddisfare il criterio di Mohr-Coulomb con fattori di sicurezza rispettivamente tra 3 e 5 per la resistenza coesiva di picco cp e tra 1,5 e 2 per il coefficiente di attrito Φp; 
- per condizioni di carico Estreme le tensioni lungo i piani di collasso per scorrimento devono soddisfare il criterio di Mohr-Coulomb, trascurando il contributo della coesione ed applicando un fattore di 
sicurezza tra 1,2 e 1,5 per il coefficiente di attrito residuo Φr.  Ricapitolando, la stima della sicurezza nei confronti del collasso per scorrimento deve essere condotta, nelle condizioni di carico Normali ed Estreme, applicando i fattori di riduzione della resistenza indicati nella seguente tabella: CONDIZIONI DI CARICO 
FATTORI DI RIDUZIONE DELLA RESISTENZA 
Φp cp Φr cr Normale 1,5 – 2,0 3,0 – 5,0   Accidentale   1,2 – 1,5 cr = 0 
Tabella 2.28 - Fattore di riduzione della resistenza 
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− Verifica di stabilità a ribaltamento (Overturning) Nessuna indicazione è fornita nemmeno nel Regolamento portoghese riguardo la verifica di stabilità a ribaltamento, forse intendendo essa già verificata una volta che lo siano la verifica a scorrimento e alle tensioni di esercizio.  
− Verifica di resistenza (Overstressing) Le tensioni nel corpo diga, sia in elementi volumetrici che nei giunti, dove possano causare potenziale fessurazione e  portare al collasso aree localizzate, devono rispettare il criterio di resistenza di Mohr-Coulomb, formulato sia per la resistenza a trazione, che per quella a compressione, con un fattore di sicurezza minimo compreso tra 2,5 e 4.  
2.8.4 Metodi di analisi sismica In fase di studio e di predimensionamento della struttura sono concesse analisi agli elementi finiti, alle differenze finite, agli elementi di bordo e altre, mentre in fase di progetto i metodi citati devono essere integrati da metodi sperimentali, anche con modelli in scala.  Per quanto riguarda la modellazione dinamica e sismica di una struttura il Regolamento definisce prima l’azione sismica in termini di magnitudo, forma e durata delle vibrazioni al sito, distinguendo tra tre fondamentali sismi utili all’analisi:  
− il sisma massimo atteso (Sismo Máximo Expectável – SME), stimato attraverso metodi probabilistici o deterministici e caratterizzato da un 
lungo periodo di ritorno; 
− il sisma massimo di progetto (Sismo Máximo De Projecto – SMP), il cui rischio potenziale lo paragonerebbe ad un SME, ma generalmente ha 
magnitudo minore; 
− il sisma base di progetto (Sismo Base De Projecto – SBP), meno intenso in termini di magnitudo dell’SMP e con un periodo di ritorno fissato in base al rischio potenziale coinvolto.  La caratterizzazione analitica dell’azione sismica può avvenire attraverso: 
− spettri di risposta, secondo quanto indicato nel Regolamento e Misure di Sicurezza per gli Edifici ed i Ponti [24]; 
− per strutture con comportamento non lineare devono essere utilizzati degli accelerogrammi, sia osservati o misurati, che ottenuti artificialmente da degli spettri; 
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− per strutture di dimensioni contenute l’azione sismica può essere rappresentata come: 
- forze di massa agenti su elementi di volume, con intensità variabile linearmente lungo l’altezza della diga, con valore della forza applicata al centro di gravità della struttura pari a 1,5 volte quello fissato alla 
base d’appoggio; 
- il contributo dovuto alla forza idrodinamica può essere rappresentato attraverso soluzioni esistenti in letteratura e ricavate dall’analisi dinamica di serbatoi dalla geometria semplice. 
2.8.5 Riferimenti bibliografici [24] O Regulamento de Segurança e Acções para Estruturas de Edifícios e Pontes (Regolamento sulle misure di sicurezza per le Strutture e gli Edifici ed i Ponti)  
2.9 Stati Uniti 
2.9.1 Inquadramento normativo Negli Stati Uniti d’America la normativa vigente nei riguardi della gestione degli sbarramenti è emanata dai singoli stati appartenenti alla federazione, ma contiene precetti di natura unicamente amministrativa o, se di natura tecnica, ad indirizzo molto generale. Una dettagliata serie di indicazioni tecnico-progettuali può essere però rinvenuta nelle pubblicazioni diffuse da vari uffici appartenenti ad organi federali, le quali però hanno unicamente il valore di linee guida, senza essere cogenti. I maggiori enti in questione sono: 
- il Bureau of Reclamation, ufficio del Department of Interior, che si occupa della maggior parte delle dighe finalizzate a scopo idroelettrico o irriguo ed ha pubblicato, anche se in tempi non recenti, vari manuali di 
progettazione di dighe; 
- la Federal Energy Regulatory Commission (FERC), che amministra le dighe e gli sbarramenti di proprietà non federale e diffonde a tutt’oggi 
utili linee guida tecniche; 
- la Federal Emergency Managment Agency (FEMA), che gestisce il National Dam Safety Program e pubblica molte line guida in materia di gestione del rischio e stima dei livelli di sicurezza connessi con l’esercizio delle 
dighe; 
- lo U.S. Army Corps of Engineers (USACE), facente capo al Department of 
Defense, il quale regola alcuni programmi legati alla produzione dell’energia idroelettrica e si occupa anche della ricerca di nuove tecnologie e metodologie di progettazione. 
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- EM 1100-2-2200   Gravity dam design [25]; 
- EM 1110-2-6051 Time-History Dynamic Analysis of Concrete Hydraulic 
Structures [26]; 
- EM 1100-2-6053 Earthquake Design and Evaluation of Concrete 
Hydraulic Structures [27]; 
- EM 1100-2-6050 Response Spectra and Seismic Analysis for Concrete 
Hydraulic Structures [28].  
2.9.2 Prescrizioni normative 
2.9.2.1 Pressione idrodinamica Nell’ipotesi di acqua incomprimibile [26] l’interazione tra il fluido e la struttura può essere rappresentata da una massa equivalente di acqua aggiunta, assunto valido fintanto che la risposta in frequenza del fluido sia molto maggiore della frequenza fondamentale della struttura. In queste circostanze è lecito schematizzare le forze idrodinamiche esercitate sul paramento di monte di una diga a gravità in presenza di azione sismica attraverso le equivalenti forze d’inerzia di un volume di acqua che si muova solidalmente al corpo diga, mentre il resto del bacino rimane fermo.  Ciò coincide con l’assunto della teoria di Westergaard, secondo la quale, per diga rigida con paramento di monte verticale, la massa d’acqua partecipante al moto durante il sisma avrebbe distribuzione parabolica e sarebbe ottenuta, per la quota i-esima, moltiplicando la densità dell’acqua ρw per la massa d’acqua competente alla quota i-esima secondo la seguente formula: 
 
Figura 2.19 - Distribuzione della pressione idrodinamica alla Westergaard 
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− H è la profondità dell’acqua; 
− zi è l’i-esima quota al di sopra della base del corpo diga; 
− Ai è l’area competente all’i-esima quota.  In [25] si ritrova un riferimento simile alla teoria di Westergaard, contestualizzato nell’ambito del metodo di analisi del coefficiente sismico, meglio conosciuto come metodo pseudostatico, utilizzato per condurre analisi di stabilità sulla diga in regime statico, ma considerando anche le azioni dinamiche dovute all’azione sismica. Si fa ancora riferimento ad una distribuzione parabolica, capace di schematizzare in modo approssimato le forze d’inerzia del serbatoio dovute all’accelerazione orizzontale e valutata come segue:  Pew = 23 Ce(α)y�hy          (2.34) con: 
− h altezza totale del serbatoio, valutata in ft; 
− Ce fattore funzione principalmente della profondità dell’acqua e del periodo della forzante sismica te e valutato come   Ce = 51
�1 − 0.72 � h1000te�2           (2.35) 
2.9.2.2 Sottopressioni [25] Le sottopressioni sono un’azione generata dal livello di acqua presente a monte e a valle del corpo diga e si manifestano all’interno del corpo diga in una generica sezione, all’interfaccia tra corpo diga e fondazione, ma anche all’interno della fondazione stessa. Si tratta di pressioni di sollevamento che si generano all’interno di fessure, pori e giunti nel calcestruzzo e che devono essere incluse nell’analisi di stabilità e di resistenza per assicurare il necessario livello di sicurezza. È importante notare che in [25] le sottopressioni sono ritenute non influenzate dall’azione sismica.  All’interfaccia diga-fondazione le sottopressioni sono ritenute agenti sulla totalità della sezione diga con una distribuzione che è funzione del gradiente idraulico che si instaura tra il paramento di monte e quello di valle. Questo è influenzato dalla presenza o meno di drenaggi funzionanti o di un velo 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  impermeabilizzante, ma anche delle proprietà della roccia di fondazione, come la sua permeabilità e la presenza eventuale di fessure. In ogni caso le sottopressioni saranno valutate in ogni punto come somma della pressione dovuta al livello del pelo libero a valle dello sbarramento più il gradiente monte-valle.  In assenza di dreni il gradiente idraulico è considerato lineare, con variazione dal valore massimo pari al carico idrostatico sul paramento di monte, fino a zero in corrispondenza di quello di valle (dove quindi la sottopressione avrà valore pari al carico  
Figura 2.20 - Distribuzione delle sottopressioni                                 idrostatico di valle).  In presenza di sistema drenante, la cui effettiva funzionalità, dipendente della disposizione e delle caratteristiche geometriche del singolo dreno, può essere assunta pari al 25-50%, si avrà una variazione lineare delle sottopressioni dal valore non drenato della pressione idrostatica sul paramento di monte a quello drenato in corrispondenza della verticale passante per l’asse del sistema drenante, fino al valore di pressione non drenata a valle, sempre con andamento lineare (curva bilineare). 
 
Figura 2.21 - Distribuzione delle sottopressioni in presenza di sistema drenante Quando la linea dei dreni interseca la fondazione entro una distanza dal paramento di monte pari al 5% della profondità del bacino, la distribuzione delle sottopressioni può essere assunta come un unico tratto lineare, coincidente col caso di dreni esattamente in corrispondenza del paramento di monte.    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    140 
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Figura 2.22 - Distribuzione delle sottopressioni in presenza di sistema drenante In presenza di un più efficace sistema di drenaggio, come una cortina o velo di impermeabilizzazioni, si può assumere che, in condizioni medie, la sua profondità sia variabile tra 2 3�  e 3 4�  della differenza tra i carichi idrostatici di monte e di valle. È necessario realizzare, a supporto di questo sistema, dei fori nella fondazioni di profondità pari almeno a 2 3�  dell’estensione in altezza del velo impermeabilizzante.  Se si riscontrano zone fessurate all’interfaccia diga-fondazione (generalmente verso monte), cioè zone in cui la tensione sia nulla (ovvero in cui sia stato superato il limite di resistenza a trazione), si deve confrontare la loro estensione con la posizione del sistema di drenaggio:  
− nel caso di zona fessurata estesa non oltre la posizione dei dreni, si assumerà un carico idrostatico pari a quello sul paramento di monte per tutta l’estensione della zona fessurata, ma dalla verticale del sistema drenante in poi si terrà di conto anche della presenza del drenaggio 
stesso; 
 
Figura 2.23 - Distribuzione delle sottopressioni in presenza di fessurazione 
− se l’estensione della zona fessurata andrà oltre la posizione del sistema di drenaggio, si trascurerà la presenza di questo come se non fosse funzionante. 
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Figura 2.24 - Distribuzione delle sottopressioni in presenza di fessurazione Per la valutazione delle sottopressioni all’interno del corpo diga è consigliato ragionare come segue:  
− per dighe realizzate in calcestruzzo classico le sottopressioni possono essere assunte come distribuite linearmente e con valori estremi pari al 50% dei carichi idrostatici di monte e di valle. Questo in virtù della relativa permeabilità del calcestruzzo, ma se ci si trovasse in presenza di fessurazione, si dovrebbe ragionare come sopra esposto per l’interfaccia 
con la fondazione; 
− per dighe in RCC la percentuale dei carichi idrostatici con la quale valutare i valori estremi delle sottopressioni dipende strettamente dalla composizione del calcestruzzo utilizzato, dalla posizione e dal trattamento dei giunti di sollevamento e dalle tecniche di compattazione e di minimizzazione della segregazione degli inerti in fase di getto.  La valutazione delle sottopressioni all’interno della fondazione viene eseguita per saggiare la stabilità a scorrimento del corpo diga lungo piani deboli interni alla fondazione stessa. Non esistono però indicazioni che riescano a coprire interamente il panorama dei possibili piani di scorrimento all’interno della roccia di fondazione, ma i più frequenti sono riportati nelle figure seguenti. Questi diagrammi assumono una perdita uniforme del carico idrostatico di monte lungo la superficie di scorrimento a partire da un punto A fino a valle del corpo diga e considerando che il sistema drenante attraversi la fondazione e sia efficiente ai fini della riduzione dell’intensità delle sottopressioni. Nel caso vi siano dubbi sull’effettiva funzionalità del sistema drenante si considererà una distribuzione delle sottopressioni che segua quella rappresentata con un tratteggio. 
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Figura 2.25 - Valutazione delle sottopressioni all'interno della fondazione - Schema 1 
 
Figura 2.26 - Valutazione delle sottopressioni all'interno della fondazione - Schema 2 Se le fessure nella roccia di fondazione sono riempite di materiale poroso e queste intercettano la base d’appoggio della diga o delle superfici di scorrimento non permeabili, c’è il rischio che si sviluppino elevate sottopressioni.  Se non è possibile drenare queste zone attraverso la fondazione in fase di costruzione o se  si rivela impossibile attraversarle completamente con un sistema drenante che si riveli efficiente, sarà necessario assumere come distribuzione delle sottopressioni quelle consigliate nelle seguenti figure: 
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Figura 2.27 - Valutazione delle sottopressioni all'interno della fondazione - Schema 3 
 
Figura 2.28 - Valutazione delle sottopressioni all'interno della fondazione - Schema 4 
2.9.3 Verifiche di sicurezza In fase di progettazione e di verifica di una struttura idraulica in calcestruzzo con funzionamento a gravità devono essere considerate le seguenti condizioni di carico (Loading Condition, LD) [25]: 
− LD 1: condizione di carico rara – fase di costruzione 
- corpo diga interamente realizzato; 
- assenza di carico idrostatico di monte e di valle;  
− LD 2: condizione di carico frequente – normale esercizio 
- livello nel bacino al massimo invaso (con opere accessorie di 
scarico in superficie eventualmente chiuse); 
- assenza di carico idrostatico di valle; 
- sottopressioni; 
- pressione di ghiaccio e sedimenti, se presenti.  
− LD 3: condizione di carico rara – deflusso di una piena 
- livello nel bacino al massimo invaso in presenza di piena (Standard Project Flood, SPF); 
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- organi di scarico con apertura regolata in base alla piena e livello a valle della diga pari al livello di piena; 
- pressione idrostatica di valle; 
- sottopressioni; 
- pressione dovuta ai sedimenti, se presenti; 
- assenza di pressione dovuta al ghiaccio.  
− LD 4: condizione di carico estrema – fase di costruzione con OBE (Operating Basis Earthquake) 
- azione sismica frequente, pari all’OBE; 
- accelerazione sismica orizzontale diretta verso monte; 
- pressione idrostatica di valle; 
- assenza di acqua nel bacino e a valle del corpo diga; 
- assenza di carichi idrostatici.  
− LD 5: condizione di carico rara – normale esercizio con OBE 
- azione sismica frequente, pari all’OBE; 
- accelerazione sismica orizzontale diretta verso valle; 
- livello frequente di riempimento del serbatoio; 
- sottopressioni al valore pre-sisma; 
- pressione di ghiaccio e sedimenti, se presenti; 
- assenza di pressione dovuta al ghiaccio.  
− LD 6: condizione di carico estrema – normale esercizio con MCE (Maximum Credible Earthquake) 
- azione sismica rara, pari al MCE; 
- accelerazione sismica orizzontale diretta verso valle; 
- livello di riempimento a valle minimo. 
- livello frequente di riempimento del serbatoio; 
- sottopressioni al valore pre-sisma; 
- pressione di ghiaccio e sedimenti, se presenti.  
− LD 7: condizione di carico estrema – massima piena attendibile 
- livello d’invaso pari a quello della massima piena (Probable 
Maximum Flood, PMF); 
- opere accessorie aperte e livello di riempimento a valle pari alla 
condizione di piena; 
- sottopressioni. 
- pressione idrostatica di valle; 
- pressione dovuta ai sedimenti, se presenti; 
- assenza di pressione dovuta al ghiaccio. 
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Figura 2.29 - Condizioni di carico Precisiamo prima, come riportato in [27], come venga schematizzata l’azione sismica di progetto, per poi enunciare altre combinazioni di carico consigliate per la progettazione sismica delle strutture idrauliche in calcestruzzo:  
− Operating Basis Earthquake (OBE): livello di scuotimento sismico ragionevolmente atteso e che ha una probabilità del 50% di essere superato durante la vita della struttura (questo corrisponde ad un periodo di ritorno di 144 anni per un progetto con vita di riferimento di 
100 anni);  
− Maximum Design Earthquake (MDE): massimo livello di scuotimento sismico per il quale la struttura è progettata o valutata con una probabilità di superamento del 10% durante la vita della struttura (questo corrisponde ad un periodo di ritorno di 100 anni per un progetto con vita di riferimento di 100 anni). Per le strutture critiche, ovvero quelle facenti parte di progetti con elevato rischio e per le quali un eventuale collasso porterebbe alla perdita di vite umane, l’MDE coincide con il Maximum Credible Earthquake (MCE), che è definito come il più importante evento sismico che può essere atteso durante la vita della struttura, basandosi sulle evidenze sismologiche e geologiche della zona.  Detto questo, per il progetto sismico delle strutture idrauliche in calcestruzzo sono consigliate le seguenti combinazioni di carico [27]: 
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− combinazione per la resistenza ultima (SLC):   QDC = QD + QL + QMDE con: 
- QDC pari all’azione combinata dei carichi statici, dinamici e dovuti 
all’MDE; 
- QD effetto dei carichi statici (peso proprio); 
- QL effetto dei carichi dinamici (pressioni idrostatiche, spinta del terreno, pressione dei sedimenti, temperatura) e delle sottopressioni; 
- QMDE effetto dovuto al moto sismico del suolo sotto l’MDE, inclusi gli effetti di pressione idrodinamica e pressione dinamica del 
suolo;  
− combinazione al limite di servizio della struttura (SLD):   QS = QD + QL + QOBE con: 
- QS pari all’azione combinata dei carichi statici, dinamici e dovuti 
all’OBE; 
- QD effetto dei carichi statici (peso proprio); 
- QL effetto dei carichi dinamici (pressioni idrostastiche, spinta del terreno, pressione dei sedimenti, temperatura) e delle 
sottopressioni; 
- QOBE effetto dovuto al moto sismico del suolo sotto l’OBE, inclusi gli effetti di pressione idrodinamica e pressione dinamica del suolo.  
2.9.3.1 Verifica della stabilità a scorrimento (Sliding) Secondo il metodo dell’equilibrio limite o del coefficiente sismico (analisi pseudostatica) [27] la stabilità nei confronti dello scorrimento è espressa in termini di un fattore di sicurezza prescritto. Lo scorrimento potenziale può essere valutato assumendo un coefficiente sismico pari a 2/3 della PGA, diviso per l’accelerazione di gravità g. Questo coefficiente, moltiplicato per il peso effettivo della struttura (peso proprio + peso dovuto alle masse idrodinamiche aggiunte secondo la teoria di Westergaard), fornisce la forza d’inerzia laterale 
totale alla quale il corpo diga è soggetto in fase di sisma; questa, sommata ad eventuali altri carichi statici laterali, fornisce la forza instabilizzante totale nei riguardi della sicurezza a scorrimento. Secondo [28] la stabilità allo scorrimento per strutture idrauliche in calcestruzzo soggette ad azione sismica può essere valutata secondo il metodo tradizionale dell’equilibrio statico o del coefficiente sismico, considerando però    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    147 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  anche l’approccio dello spostamento permanente descritto da Ebeling e Morrison (1992). Infatti quest’ultimo considera che la struttura possa scorrere su di un certo piano debole, ma lo spostamento accumulato durante l’evento sismico dovrà risultare limitato entro un certo valore accettabile.  Ripercorriamo entrambi i modi di procedere consigliati:  
− Metodo del coefficiente sismico: la sicurezza nei confronti dello scorrimento è determinata sulla base del fattore di sicurezza a taglio-attrito, il quale è definito come il rapporto tra le forze resistenti allo scorrimento e quelle favorevoli ad esso, valutate lungo una potenziale superficie di collasso:  FS = CA + (∑N −∑U) tanФ
∑V           (2.36) in cui: 
- C = fattore di coesione unitaria; 
- A = area della sezione di base; 
- ∑N = sommatoria delle forze normali al piano di scorrimento; 
- ∑U = sommatoria delle sottopressioni; 
- tanФ = coefficiente di attrito interno; 
- ∑V = sommatoria delle forze di taglio o instabilizzanti.  Le forze instabilizzanti parallele alla superficie di scorrimento includono le forze d’inerzia statiche e sismiche dovute sia al peso della struttura, che alla pressione idrodinamica. Il metodo tratta il corpo al di sopra della superficie di scorrimento come un blocco rigido, valutando le forze d’inerzia associate alla massa della struttura come prodotto del coefficiente sismico (così come definito nella ER 1110-2-1806) per la massa della struttura-blocco rigido.  Analogamente, il prodotto del coefficiente sismico per la massa di acqua partecipante al moto sismico fornisce il valore della forza d’inerzia associata alla pressione idrodinamica. La massa d’acqua partecipante può essere valutata seguendo il già esposto metodo di Westergaard oppure attraverso l’equazione fornita da Chopra (1967):  Ma = 0.54ρh2          (2.37) 
 in cui: 
- ρ è la densità dell’acqua; 
- h è la profondità dell’acqua.  
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Il moto della struttura lungo la possibile superficie di scorrimento è contrastato dalla forza di taglio resistente mobilitata all’interfaccia diga-piano di scorrimento attraverso attrito e coesione. Di conseguenza il fattore di sicurezza allo scorrimento per una diga a gravità può essere valutato come:  FS = CA + (W − U) tanФ±Hs + Hd + �Wg � a           (2.38) in cui: 
- W = peso della diga; 
- Hs = forza idrostatica (il segno indica la direzione dello scorrimento, positiva se verso valle); 
- Hd = forza idrodinamica (ad esempio pari a Ma⋅a); 
- g = accelerazione gravitazionale; 
- a = accelerazione sismica al suolo.  
− Spostamento permanente da scorrimento: l’aggiunta delle forze sismiche potrebbe provocare scorrimento anche in dighe che risultano stabili sotto carichi statici. L’accelerazione che può determinare un aumento delle forze instabilizzanti tale da superare la resistenza a scorrimento è detta accelerazione critica ac.  Ogni volta che l’accelerazione al suolo eccede il valore di ac la struttura è soggetta a scorrimento. Si definiscono coefficiente limite ky il rapporto ac g�  tra l’accelerazione critica e l’accelerazione gravitazionale, mentre si parla di coefficiente sismico A per il rapporto am g�  per il rapporto tra la massima accelerazione al suolo am o PGA e l’accelerazione gravitazionale. Lo spostamento permanente atteso per una diga, schematizzata come un blocco rigido, può essere stimato utilizzando l’analogia del blocco in scorrimento di Newmark (1965). Come mostrato nella figura successiva ogni volta che l’accelerazione al suolo supera il valore critico (am>ac), si manifesteranno degli spostamenti all’interfaccia struttura-fondazione in corrispondenza del piano di scorrimento e questi si sommeranno al progredire dell’evento sismico fino a fornire un valore totale di spostamento permanente.  
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Figura 2.30 - Esempio di valutazione dello spostamento permanente da scorrimento Questo spostamento totale permanente per scorrimento sarà una funzione delle caratteristiche dell’evento sismico, come la sua durata ed intensità, on fattore di proporzionalità tanto maggiore quante più volte sarà stato superato il valore critico di accelerazione ac.  Una relazione per la stima di questo spostamento risultante è stata fornita da Richards ed Elms (1977) ed è la seguente:  
∆= 0.087 vg2Ag �kyA �−4           (2.39) con: 
- vg = am = PGA accelerazione massima al suolo, stimabile in fase di predimensionamento come  
�
vg = 0.30A   (distanza espresse in in)vg = 0.75A   (distanza espresse in m)  Secondo le relazioni appena esposte, formula proposta per lo spostamento totale può essere semplificata come segue:  
⎩
⎪
⎨
⎪
⎧∆= 0.2 A5ky4     (distanza espresse in in)
∆= 5 A5ky4    (distanza espresse in mm)  
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  La figura successiva rappresenta l’andamento dello spostamento totale in funzione della massima accelerazione al suolo, per fissati valori del rapporto ky A� . Esso fornisce una stima del valore dello spostamento totale che può essere utilizzata in fase di progetto preliminare.  
 
Tabella 2.29 - Andamento dello spostamento totale 
2.9.3.2 Verifica di stabilità a ribaltamento (Overturning) Una struttura può ruotare attorno ad un punto della sua base quando il momento dovuto alle azioni statiche, a cui sono sommati eventualmente gli effetti del sisma (momento ribaltante Mo) superano il momento dovuto alle azioni stabilizzanti agenti sulla struttura (momento stabilizzante Mr). In funzione dell’intensità della PGA, della durata del moto sismico e della rigidezza della struttura ci si può aspettare una risposta differente dal parte del sistema, di tipo rotazionale o di rocking. Come nel caso dello scorrimento, le forze d’inerzia saranno maggiori per una struttura flessibile e minori per una rigida. La risposta rotazionale o di rocking al movimento sismico può includere le seguenti casistiche:  
− nessuna rotazione per Mo < Mr; 
− rotazione o sollevamento per Mo > Mr, ma assenza di rocking per 
insufficiente energia nel movimento sismico del suolo; 
− risposta di tipo rocking per Mo > Mr, che si può fermare per smorzamento 
dell’energia dovuto a fenomeni di impatto; 
− risposta di tipo rocking che porta ad una instabilità per rotazione.  Nonostante si presenti una inclinazione del corpo diga, ciò difficilmente conduce da solo ad un ribaltamento della struttura. Per contro delle alte pressioni 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  sull’appoggio si possono sviluppare durante una risposta di tipo rocking, col rischio di portare la fondazione al collasso. Il rischio di collasso per ribaltamento a seguito di una risposta di tipo rocking ad un’azione sismica può essere valutato attraverso un’analisi spettrale o time-history non lineare.  
− Valutazione dell’inclinazione potenziale: strutture idrauliche soggette a forze laterali di elevata intensità prodotte da eventi sismici possono iniziare ad inclinarsi, instaurando fenomeni di rocking, quando il momento risultante delle azioni ribaltanti diventa così elevato da vincere l’attrito di contatto con la fondazione. Per una struttura quasi rigida e per una flessibile schematizzata con un equivalente sistema ad un solo grado di libertà (come mostrato nella seguente figura) tale fenomeno si instaura quando il momento ribaltante eccede quello stabilizzante dovuto al peso proprio della struttura.  
 
Figura 2.31 - Confronto corpo rigido - corpo flessibile  Questa condizione è riassunta nella seguente relazione:  Mo > Mr mSah > 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑏𝑏   →    Sa > 𝑚𝑚 �bh�           (2.40)  con: - Mo = momento ribaltante; - Mr = momento stabilizzante; - Sa = accelerazione spettrale; - g = accelerazione gravitazionale; - b = metà della larghezza della struttura; - h = distanza dalla base del centro di massa; - m = massa della struttura.  
− Analisi della stabilità rotazionale basata sull’energia: la condizione di ribaltamento Mo > Mr porta all’effettivo collasso della struttura se si presenta per un certo lasso di tempo, mentre sotto l’azione sismica possono anche manifestarsi elevati momenti ribaltanti, i quali però si 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  presentano per frazioni di secondo ad ogni ciclo, intervallati da fasi di scarico della struttura. Quindi, nonostante il fenomeno di rocking si manifesti, la struttura può non collassare se la perdita di energia durante l’impatto col suolo genera una riduzione della velocità angolare quando la rotazione si inverte.  Paragonando l’energia media di un sisma con l’energia media necessaria a ribaltare la struttura, Housner (1963) ha fornito la seguente relazione come criterio di stabilità a ribaltamento per strutture oscillanti sotto rocking:  
α = SV�mrgI0           (2.41) con: - α = angolo tra la verticale ed il segmento R, come mostrato nella 
figura precedente; - r = distanza tra il centro di massa ed il punto attorno al quale avviene la rotazione; - I0 = momento d’inerzia attorno alla retta per il punto di rotazione; - Sv = velocità spettrale del sisma.  Per come è formulata, questa equazione afferma che, fissata la velocità del moto sismico Sv, un blocco formante un angolo α come definito ha il 50% di probabilità di instabilizzarsi per ribaltamento.  Per strutture snelle, l’equazione precedente può essere riscritta come:  
α = SV
�gr          (2.42)  Secondo R. S. Scholl (1984) un solo parametro sismico sarebbe insufficiente per determinare una soglia per il ribaltamento della struttura sotto azione sismica e perciò ha proposto la seguente relazione:  Sd = b   quando Sd = g bh  che dimostra come la struttura inizi a subire un fenomeno di rocking non appena l’accelerazione sismica raggiunge il valore Sa, ma non si ribalta finché lo spostamento sismico Sd non ha raggiungo il valore b. Ciò dimostra perché grandi strutture come i palazzi non si ribaltino durante un evento sismico, mentre per blocchi rigidi con lo stesso rapporto dimensionale b/h è stimato il contrario: Sd non è mai grande abbastanza 
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− Metodi Time-History e di rocking spectrum: si tratta di metodi più accurati per stimare il sollevamento o il ribaltamento di struttura soggette a moti oscillatori di tipo rocking (Makris and Konstantinidis, 2001). Esistono differenze nette tra un oscillatore ad un solo grado di libertà ed un blocco rigido soggetto a rocking, come appena visto, fatto che porta a dire che non è realistico utilizzare un sistema a singolo grado di libertà (SDOF), equivalente alla struttura di partenza, per studiare il rocking della struttura avvalendosi di uno spettro standard in accelerazione o in spostamento. Infatti i meccanismi stabilizzanti per i due sistemi sono del tutto differenti: per il sistema ad un grado di libertà è l’elasticità che contrasta le oscillazioni, mentre per il blocco rigido è la gravità. Inoltre un oscillatore SDOF ha una rigidezza k finita e positiva e l’energia dissipata forma una curva forza-spostamento che disegna cicli chiusi. Il blocco rigido ha, invece, una rigidezza infinita fintanto che Mo < Mr, quindi essa decresce nettamente durante il rocking, fino a divenire nulla quando la rotazione del blocco raggiunge il valore α. Se ne ricava che la frequenza di vibrazione del blocco rigido non è costante perché dipende dall’ampiezza delle vibrazioni (Housner, 1963). La frequenza delle vibrazioni indotte dal sisma nel blocco può essere stimata come  p = 12 �3g4R�           (2.43)  come misura caratteristica del comportamento dinamico del blocco. Essa è funzione della dimensione del blocco R e dell’accelerazione gravitazionale g, fatto che indica che la risposta ciclica di un blocco di grandi dimensioni al rocking è più lunga rispetto a quella di un blocco di minori dimensioni. Per le equazioni che governano il moto, vedere [27].  
− Time-history solution: la soluzione delle equazioni del moto che regolano il problema precedente può essere ottenuta attraverso un metodo numerico ed iterativo di integrazione. La soluzione indicherà l’angolo di rotazione del blocco e la sua velocità, suggerendo il numero di impatti del blocco col suolo e la sua effettiva possibilità di ribaltamento.  
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Figura 2.32 - Fenomeno di rocking per un corpo flessibile e per uno rigido  
− Spettri di rocking: come per gli spettri di risposta standard, è possibile generare spettri di velocità rotazionale ed angolare (spettri di rocking) in funzione del periodo T = 2π p�  per differenti valori della snellezza (o smorzamento) α = tan−1�b h� �. Ciò può essere ottenuto risolvendo le equazioni che governano il problema e ricavando la massima rotazione di blocchi di differenti dimensioni, soggetti tutti alla stessa storia di accelerazioni sismiche.  Uno studio del genere è stato condotto per blocchi simili con valore di 
α=15°, soggetti ai movimenti della Pacoima Dam durante il terremoto di San Fernando del 1971. Come si può vedere dalla figura seguente, ad 
elevati valori della snellezza α corrisponde una elevata energia di impatto col suolo all’inversione del movimento rotatorio e se ne ricava che ciascun blocco con 2π p� < 3.3 𝑐𝑐 si ribalta. Blocchi di maggiori dimensioni, e quindi con periodo T > 3.3 s, si sollevano, senza però ribaltarsi.  
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Figura 2.33 - Esempio di spettro di rocking 
− Per le dighe a gravità uno studio preliminare della stabilità a ribaltamento  può essere condotto secondo il metodo proposto da Chopra e Zhang (1991). Il corpo diga è ipotizzato rigido e soggetto sia alla componente verticale, che a quella orizzontale del sisma. La diga inizia ad inclinarsi verso valle se il momento ribaltante dovuto all’accelerazione al suolo a monte e alla pressione dell’acqua supera il momento stabilizzante secondo la relazione seguente:  M|ax(t)|yc + Md(t) + 13 hHs + U(b − bU) ≥ M�g + ay(t)�(b − xc)      (2.44)  in cui Md(t) è il momento dovuto alla pressione idrodinamica  Md(t) = Md0ax(t) + 16 ρh3ay(t)          (2.45)  con Md0 = ∫ p0(y)ydyh0  momento dovuto alla pressione idrostatica generata dal movimento orizzontale del suolo. Lo studio dimostra però che il collasso per scorrimento verso valle è precedente a quello di collasso per rocking, che può pertanto essere trascurato nella valutazione della stabilità a scorrimento.  
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Figura 2.34 - Studio di Chopra-Zhang 
2.9.3.3 Verifica di resistenza (Overstressing) In [25] il rapporto tra momento stabilizzante e momento ribaltante è utilizzato per localizzare la posizione della risultante delle forze agenti sul piano di scorrimento secondo quanto riassunto nella tabella seguente:  
 
Tabella 2.30- Criteri per la verifica ad overstressing Quando la risultante delle forze agenti al di sopra di un qualsiasi piano orizzontale attraverso la diga interseca quel piano al di fuori del terzo medio, si ha una zona di non compressione o di trazione, con parzializzazione della sezione. La tabella precedente mostra le relazioni tra l’area della sezione compressa e la posizione della risultante delle forze. Per condizioni di carico frequenti è generalmente richiesto di soddisfare la condizione di risultante delle forze agenti interna al terzo medio per mantenere solo tensioni di compressione nel calcestruzzo. Per condizioni di carico rare la risultante dei carichi deve rimanere nella metà centrale della base del corpo diga. Per condizioni di carico estreme è sufficiente che la risultante delle forze agenti rimanga all’interno della base in modo da assicurare che le pressioni esercitate rientrino nei limiti prescritti.  In [28] non sono presenti indicazioni precise sui valori limite di tensione da rispettare per assicurare la resistenza del materiale, ma si possono rintracciare 
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− il modulo di elasticità dinamico può essere preso come 1.15 volte il suo 
valore statico; 
− il modulo di Poisson dinamico vale 0.70 volte il suo valore statico; 
− la resistenza a compressione dinamica vale 1.15 volte quella statica; 
− la resistenza a trazione dinamica vale 1.50 volte quella statica; 
− la resistenza a taglio dinamica vale 1.10 volte quella statica.  
2.9.4 Metodi di analisi sismica Le più dettagliate informazioni in materia di analisi sismica delle dighe si possono ritrovare in [28] e sono di seguito riassunte. La metodologia di analisi consigliata per la valutazione di strutture soggette ad azione sismica è quella dell’analisi progressiva, che consta nel procedere per fasi di complessità progressiva a partire dai più semplici metodi delle forze equivalenti laterali, fino ad analisi lineari elastiche time-history o con spettro di risposta o addirittura ad analisi non lineari, se necessario. Vediamo quali sono i singoli metodi utilizzabili nel campo delle dighe a gravità.  
2.9.4.1 Metodo del coefficiente sismico È il metodo tradizionalmente più utilizzato per valutare la stabilità sismica di una diga e può essere utilizzato in fase di progetto preliminare o di predimensionamento della struttura. Nel metodo del coefficiente sismico le forze sismiche sono trattate come semplici forze statiche da combinare con gli altri carichi statici (pressione idrostatica, peso proprio, sovrapressioni, pressione dovuta ai sedimenti): si tratta perciò di un metodo pseudostatico. L’analisi riguarda principalmente la stabilità a rotazione e a scorrimento del corpo diga, trattato come blocco rigido. Le forze d’inerzia agenti sulla struttura sono valutate come prodotto tra la massa strutturale, la massa d’acqua aggiunta e l’effetto dinamico della pressione del terreno, ciascuna rispettivamente per il coefficiente sismico. L’intensità di quest’ultimo è spesso valutata come il rapporto tra la PGA e l’accelerazione gravitazionale. Trattando però le azioni dinamiche che insorgono in presenza di sisma come statiche, il metodo non tiene di conto né delle caratteristiche dinamiche del sistema corpo diga-acqua-terreno, né delle caratteristiche del moto del suolo.  
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Tale metodologia fornisce comunque risultati attendibili quando la struttura si comporta nelle realtà effettivamente in modo molto vicino a quello di un corpo rigido. Di conseguenza il meccanismo di collasso più comune per la struttura sarà lo scorrimento ed il metodo sarà appunto impiegato proprio per determinare il fattore di sicurezza contro questo fenomeno.  È necessario però analizzare prima di tutto il corpo diga come flessibile e determinarne lo stato di tensione sotto i carichi statici per individuare eventuali zone di fessurazione che potrebbero anticipare il collasso per scorrimento riducendo la superficie di contatto col terreno. Un’altra condizione in cui il corpo diga è ben schematizzabile come un solido rigido è quello di struttura di fondazione flessibile, come un sistema di pali, che rende la risposta della struttura quasi come se fosse isolata alla base. Serve però cautela nell’affidarsi a questo metodo nel caso in cui vi sia notevole interazione tra la struttura e la fondazione flessibile. Il metodo del coefficiente sismico è considerato parte della procedura statica lineare (Linear Static Procedure – LSP).  
2.9.4.2 Analisi modale con spettro di risposta La procedura di analisi modale con spettro di risposta permette di determinare il picco nella risposta di una struttura lineare elastica ad eventi sismici descritti attraverso uno spettro di risposta. Il numero di modi di vibrare richiesto varia con l’analisi, ma è necessario tenere in considerazione tutti i modi di vibrare che diano un contributo significativo alla risposta della struttura: in genere si tiene di conto dei modi che diano una massa partecipante totale della struttura entro il 90%. L’analisi modale è generalmente condotta avvalendosi di software di calcolo che siano in grado di determinare i periodi e le frequenze proprie e le forme modali associati ai singoli modi di vibrare della struttura.  L’analisi modale con spettro di risposta ha però delle limitazioni entro le quali le viene preferita l’analisi time-history, le quali si incontrano quando:  
− le tensioni da analisi modale con spettro di risposta eccedono i valori 
ammissibili e serve un metodo alternativo che indiche le non linearità; 
− gli effetti di interazione tra la struttura ed il suolo, l’acqua del bacino o il fondale di questo controllano la risposta del sistema; 
− serve stimare il livello di accettabilità del progetto di una struttura esistente attraverso la valutazione del grado di non linearità del suo comportamento.  L’analisi modale con spettro di risposta è considerata parte della procedura dinamica lineare (Linear Dynamic Procedure – LDP). 
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2.9.4.3 Analisi Time-History Questo metodo è molto simile al precedente, eccetto per il fatto che l’input sismico è descritto nella forma di una storia di accelerazioni nel tempo ed i risultati, di conseguenza, sono formulati con una storia di spostamenti e forze. I valori di picco delle varie quantità in risposta devono perciò essere estratti dalla singola storia temporale della quantità. Il vantaggio del metodo è quello di offrire informazioni in funzione del tempo, fatto non permesso dall’analisi modale con spettro di risposta, soprattutto riguardo al numero di cicli che la struttura subisce in fase di risposta e che potrebbero degradarne la resistenza. Come il metodo di analisi precedente, anche l’analisi Time-History è limitata solo a risposte lineari elastiche e rientra ancora nella procedura dinamica lineare (Linear Dynamic Procedure – LDP).  
2.9.4.4 Analisi Time-History non lineare con integrazione diretta Questo tipo di analisi time history, di cui parleremo diffusamente più avanti, ricorre alla risoluzione per integrazione diretta delle equazioni del moto e consiste nel metodo più preciso per la valutazione della risposta di una struttura al moto generato dal sisma. Si tratta di una procedura di integrazione step-by-step, che computa le tensioni e gli spostamenti per una serie di piccoli incrementi temporali in cui viene suddiviso l’intervallo temporale complessivo di analisi. La condizione di equilibrio dinamico viene stabilita all’inizio di ogni incremento di tempo, all’interno del quale il moto del sistema è valutato secondo un meccanismo di risposta stimato a priori.  Il vantaggio di questo metodo sta nel fatto che può essere impiegato anche per 
analisi non lineari; in tal caso, le proprietà della struttura possono essere modificate in qualsiasi intervallo temporale di analisi per cogliere al meglio la risposta dinamica della struttura stessa. Nel caso delle dighe l’applicazione di metodi di analisi non lineare è limitata ai casi in cui sperimentazioni dirette o l’evidenza denotano un comportamento di tipo non lineare, situazioni per le quali è necessario anche dimostrare la validazione dei modelli numerici (vedi l’apertura dei giunti in dighe ad arco, la fessurazione per l’insorgere di eccessive tensioni di trazione in dighe a gravità, lo scorrimento ed il ribaltamento di parti isolate della struttura dovuto all’apertura dei giunti o alla fessurazione di porzioni di sezione).  
2.9.4.5 Limiti di accettabilità dei metodi lineari Gli effetti dei carichi sismici valutati con metodi di analisi lineari per stimare la risposta della struttura nella sua globalità nei confronti dei singoli meccanismi di collasso sono ritenuti accettabili se il rapporto tra la domanda e 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  la risposta della struttura (Demand to Capacity Ratio – DCR) è minore o uguale del valore limite ammissibile per quel meccanismo di collasso. I valori ammissibile per tali rapporti nel caso di strutture idrauliche in calcestruzzo sono riassunti nella tabella seguente:  
 
Tabella 2.31 - Valori ammissibili per i DCR Ad esempio, dovendo soddisfare un livello di prestazione di tipo Damage 
Control nei riguardi delle tensioni di trazione dovute alla flessione, il DCR sarà valutato come rapporto tra la tensione di trazione per flessione ricavata da una analisi modale con spettro di risposta in campo lineare elastico e la resistenza a trazione del materiale, rapporto che dovrà essere al più pari ad 1.5. 
 In alcuni casi le forze ottenute dall’analisi elastica lineare non sono sufficienti a rivelare il massimo spostamento inelastico atteso in risposta al sisma di progetto. Nonostante ciò, nel caso ad esempio in cui la risposta flessionale sotto azione sismica superi la capacità flessionale della struttura, la domanda flessionale in input all’analisi modale con spettro di risposta può essere moltiplicata per un fattore C1, per la cui formulazione si rimanda alla linea guida FEMA 273. 
 
2.9.4.6 Metodi di analisi statica non lineare Appartengono a questa categoria due metodi principali:  
− la valutazione della duttilità in spostamento, approccio limitato a 
strutture con comportamento a mensola; 
− l’analisi push-over, applicabile invece a tutti i tipi di strutture.  
2.9.4.7 Metodi di analisi dinamica non lineare In questo ambito le soluzioni sono ottenute in termini di spostamenti indotti, tensioni e forze risultanti agenti sulle singole sezioni attraverso soluzioni step-by-step delle equazioni del moto, che includono anche relazioni non lineari forza-spostamento. 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  La domanda sismica, nella forma di storie di risposta, è computata utilizzando come input sismico la storia delle accelerazioni nel tempo ed è quindi confrontata con la capacità della struttura di fornire il livello di sicurezza e di performance richiesto in termini di resistenza e stabilità. L’analisi dinamica non lineare è condotta, per strutture piane in calcestruzzo, schematizzando la struttura come un insieme di elementi finiti non lineari. La qualità nella risposta strutturale è valutata indagando la formazione e propagazione di fessure al fine di determinare se esse possano condurre o meno al collasso. I meccanismi di collasso possono coinvolgere lo scorrimento lungo i giunti e le sezioni fessurate, l’instabilità per ribaltamento o entrambi i casi. Ricorrendo a modelli lineari elastici di meccanica della frattura è anche possibile stimare il percorso delle fessure all’interno del calcestruzzo. La loro applicazione è però molto efficiente solo limitatamente all’azione di carichi statici e diventa assai difficile da gestire in presenza di azione dinamica da sisma. Nel caso di dighe a gravità in calcestruzzo la non linearità nel comportamento è principalmente legata all’apertura e chiusura dei giunti verticali e all’insorgere di tensioni di trazione, specie all’interfaccia diga-fondazione. Queste condizioni possono essere identificate con analisi dinamiche preliminari in campo lineare elastico, per poi essere studiate nel dettaglio attraverso analisi dinamiche non lineari. Ai fini della stabilità nei confronti di un’azione sismica MDE la sicurezza è garantita se le fessure che si aprono durante il sisma non sono tali da indurre spostamenti permanenti significativi all’interno del corpo diga e all’interfaccia diga-fondazione e tali da non indurre eccessiva infiltrazione di acqua dal paramento di monte.  Le analisi dinamiche non lineari applicate alle dighe devono avere lo scopo principale di individuare i modi di collasso più probabili in termini di minaccia alla stabilità del corpo diga. Tipicamente le dighe a gravità sono costruite per conci monolitici separati da giunti verticali e la costruzione di ognuno di essi comporta la generazione di riprese di getto in corrispondenza delle quali la resistenza a trazione può risultare minore di quella del calcestruzzo già maturato in getti precedenti. Di conseguenza è lecito attendersi che, in presenza di fenomeni sismici notevoli, i giunti verticali si aprano e chiudano ripetutamente, provocando fessurazione in corrispondenza delle riprese di getto, dell’interfaccia diga-fondazione e dei punti in cui si ha concentrazione di tensione, come le zone di cambiamento della pendenza dei paramenti. La valutazione della prestazione nei riguardi di tali fenomeni non lineari in una diga a gravità può essere condotta partendo da una analisi time-history in campo elastico lineare per identificare le zone in cui vengono superati i limiti di 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  resistenza, seguita poi da un’analisi dinamica non lineare che tenga conto anche dello scorrimento e della rotazione delle sezioni in corrispondenza delle fessure e dell’apertura dei giunti. Infine possono essere eseguite post-sisma per valutare la resistenza ai carichi statici più gli effetto post-sisma.  I risultati dell’analisi non lineare sono inclusi nel computo della domanda in termini di spostamento allo scorrimento e di rotazione e devono essere piccoli a sufficienza in modo da non rendere il livello di sicurezza della diga troppo diverso dalla fase sismica a quella post-sisma. Ciò implica che, una volta fissato il livello di danno per l’evento principale, la struttura danneggiata dovrebbe essere testata anche per una fase post-sisma con intensità di una o due magnitudo inferiore a quella dell’evento principale. Analisi post-sisma statiche devono poi essere condotte per dimostrare che la struttura è ancora in grado di resistere ai carichi d’esercizio. Ad esempio, una analisi dinamica in campo elastico lineare può indicare che la diga a gravità raffigurata nella figura successiva potrebbe essere oggetto di elevate tensioni di trazione all’interfaccia diga-fondazione senza soddisfare il criterio di accettabilità definito dal DCR. Nelle successive analisi dinamiche non lineari vengono quindi aggiunti dei vincoli attritivi nelle sezioni in cui sono previste elevate tensioni di trazione, con la conseguente formazione e propagazione di fessure, che potrebbero arrivare ad interessare l’intera sezione di base.  I risultati potrebbero quindi condurre alla previsione di un collasso per scorrimento o a fenomeni di rocking con l’insorgere di spostamenti permanenti al loro termine.  La prestazione della diga è considerata soddisfacente se le fessure che si sviluppano in fase sismica non si estendo per una profondità tale da favorire un’eccessiva filtrazione sul paramento di monte o spostamenti irreversibili. 
 
 
 
Figura 2.35- Esempio di scorrimento e rocking per una diga a gravità 
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Capitolo 3. Evoluzione delle teorie per il calcolo della 
pressione idrodinamica  Dalla panoramica sulle prescrizioni contenute nelle norme vigenti e nelle linee guida proposte da vari paesi per la progettazione e verifica di dighe ed opere di sbarramento, riportata nel precedente capitolo, si nota che in materia di valutazione delle pressioni idrodinamiche che si generano sul paramento di monte del corpo diga in fase di sisma le formule proposte possono sempre essere ricondotte a poche tipologie. Poiché il problema della valutazione delle pressioni idrodinamiche è di fondamentale importanza nell’analisi della stabilità di una diga soggetta ad azione sismica, si vuole partire dalla radice del problema, ovvero dalle prime e fondamentali teorie in materia. Di seguito saranno quindi proposte, dopo una ricostruzione dell’evoluzione temporale dei vari approcci al problema, le principali teorie che hanno portato alle formulazioni a tutt’oggi ancora utilizzate.  
3.1 Evoluzione storica Gli studi dei primi decenni del '900 forniscono già importanti contributi allo sviluppo di metodi pratici per la verifica e il dimensionamento dei corpi diga. Le ipotesi assunte sono inizialmente molto semplificate, il corpo diga è considerato rigido e poggiante su vincoli rigidi, il sisma è modellato come forzante sinusoidale agente in direzione orizzontale e la quota del pelo libero dell'invaso è assunta costante. Uno dei primi lavori di assoluto valore che a tutt’oggi consente di effettuare il predimensionamento di strutture di questo tipo è dovuto a Westergaard [1] che nel 1933 fornisce un metodo speditivo per il calcolo della pressione idrodinamica per effetto di sisma agente in direzione orizzontale. Egli utilizza le equazioni dell'equilibrio dinamico di un elemento di volume infinitesimo nel riferimento Euleriano e, considerando il fluido comprimibile in movimento indotto dalla diga, ricava la soluzione in termini di pressioni su di essa quando questa si muove in maniera sinusoidale. L'autore fornisce anche un'interpretazione fisica della spinta, immaginandola derivante dalle forze di inerzia relative ad una certa porzione d'acqua solidale alla diga, mentre la restante parte del bacino rimane ferma. Sotto ipotesi estremamente restrittive, egli considera dunque rigido il corpo diga, la forzante di tipo sinusoidale e la frequenza propria dell'invaso maggiore di quella della forzante. Tali assunzioni consentono di ottenere una relazione per il calcolo della pressione idrodinamica 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  che ancora oggi è utilizzata dalle normative internazionali e da importanti linee guida (FERC [86], USACE [75], [85], [88], [90]). Tali codici ritengono la teoria affidabile per le sole analisi preliminari, anziché per le verifiche finali, in virtù della rapidità del metodo di calcolo e di una certa accuratezza del valore numerico. Inoltre, qualora le frequenze naturali dell'invaso siano maggiori della frequenza propria del sisma, tale approccio semplificato a masse equivalenti può essere adottato con buona approssimazione e con vantaggio di semplicità anche per la simulazione dell'interazione diga-invaso. Sulla scia di Westergaard [1], Werner [3], nel 1949, e Housner [5], nel 1957, trattano gli effetti idrodinamici dovuti all'azione sismica orizzontale nei serbatoi utilizzando modelli a masse equivalenti. Le teorie furono sviluppate assumendo nel primo caso [3] una forzante armonica e pareti rigide, nel secondo caso [5] liquido incomprimibile e pareti rigide. Nonostante questi studi siano indirizzati alle più comuni tipologie di serbatoi, tali teorie vengono opportunamente adattate anche al caso di dighe con paramento di monte sia verticale che inclinato. In particolare, nell'ipotesi di piccoli spostamenti e di liquido incomprimibile, in [5] si ricava la pressione impulsiva sul manufatto immaginando il liquido suddiviso in strati sottili paralleli al paramento, divisi da membrane rigide, e liberi di muoversi nella direzione secondo cui agisce la sollecitazione sismica. L'applicazione di questo modello alle dighe fornisce risultati in accordo con quelli ottenuti da Westergaard. Successivamente, nel 1952, Zangar [4], oltre a considerare il corpo diga rigido, pone l'ulteriore ipotesi semplificativa di incomprimibilità dell’acqua. Tale supposizione, come dimostrato dalla precedente teoria di Westergaard, non consente di tenere conto degli effetti di interazione tra bacino e sisma. In particolare, l’autore parte dall'equazione dell'onda di d'Alembert e, grazie all'ipotesi di incomprimibilità del fluido, perviene all'equazione di Laplace attraverso l'introduzione di un potenziale delle velocità. La soluzione del problema è ricavata attraverso l'analogia elettrica, sulla base di un apparato sperimentale. In sostanza, egli rileva la rete di linee equipotenziali e di corrente all'interno di un elettrolita contenuto in un recipiente di forma simile a quella del bacino di invaso. Alle linee equipotenziali, ortogonali a quelle di corrente misurate, sono associati i valori di pressione idrodinamica sul corpo diga. Tale metodo, basato essenzialmente su considerazioni di carattere sperimentale, fornisce indicazioni importanti. La formulazione, nonostante l’ipotesi restrittiva di liquido incomprimibile, che impone di trascurare gli effetti di interazione tra le frequenze dell'invaso e quelle della forzante, è oggi impiegata in vari codici normativi, tra i quali quello Italiano [49], [93] e quello Indiano [55] e raccomandata da linee guida prodotte da enti federali internazionali (Bureau of Reclamation [36], [65]). Sia Westergaard, sia Zangar trascurano gli effetti dell’interazione tra diga e fondazione e tra diga e invaso. 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Nel 1960 Kotsubo [6] è uno dei primi a mettere in luce alcune debolezze della teoria di Westergaard. Egli infatti ritiene incompleti i risultati in quanto ottenuti sotto ipotesi troppo restrittive. Egli modella quindi il moto sismico come forzante orizzontale ad andamento sinusoidale con frequenze maggiori di quelle dell'invaso, contrariamente a quanto fatto in [1], e dimostra come i valori di pressione idrodinamica ricavati da Westergaard possano non essere sempre a favore di sicurezza. Tuttavia, la formulazione di Westergaard è ancora oggi impiegata sia nella stima della pressione idrodinamica, sia come primo approccio per tecniche di analisi più raffinate, data la semplicità e l’importante interpretazione fisica del problema. In sintesi, le principali teorie fino al 1960 sono basate sulle seguenti ipotesi di base introdotte dai diversi autori: - Frequenze dominanti della struttura maggiori di quelle del sisma (Westergaard) - diga rigida (Westergaard, Werner, Zangar, Housner, Kotsubo); - acqua incomprimibile (Housner, Zangar); - acqua comprimibile (Westergaard, Werner, Kotsubo); - moto sismico sinusoidale (Westergaard, Werner); - moto sismico generico (Kotsubo); - quota del pelo libero costante (Westergaard, Werner, Zangar, Housner, Kotsubo). - problema piano (Westergaard, Werner, Zangar, Housner, Kotsubo). - Tutti gli autori considerano trascurabile l’effetto sia della viscosità, sia quello delle onde di superficie.  Successivamente, autori come Chzhen-Chen [8], Zienkiewicz [9], [17], Bustamante et al. [10] e Rosenblueth [14] confermano la validità dei lavori fino ad allora svolti.  A partire dagli anni ’60, Chopra fornisce un contributo determinante allo sviluppo della teoria per il calcolo delle pressioni idrodinamiche agenti sul paramento di monte del corpo diga. Egli, partendo dai lavori precedentemente svolti, cerca da un lato di rimuovere le ipotesi semplificative e dall’altro di aggiungere nuovi contributi. Egli introduce nel tempo altri effetti, come la presenza del terreno di fondazione, la deformabilità del corpo diga e modella il sisma come forzante descritta da un accelerogramma generico, fornendo metodi più raffinati e, al tempo stesso, più laboriosi per la valutazione della pressione idrodinamica. Già nel suo primo lavoro del 1967 [12], Chopra riprende quanto già fatto da Westergaard [1], rimuovendo alcune ipotesi semplificative. Egli include la possibilità che le frequenze dominanti del sisma siano maggiori di quelle dell'invaso e utilizza un accelerogramma generico di riferimento per simulare il 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  movimento del corpo diga sotto l'effetto del sisma. Rimangono inalterate le ipotesi di diga rigida e di acqua comprimibile. Dai risultati ottenuti si osserva come nel campo di validità della teoria di Westergaard le due teorie coincidano. La possibilità di poter tenere conto di una forzante non solo di tipo sinusoidale, a fronte di un maggiore onere computazionale, risulta comunque un importante risultato in vista di una soluzione più aderente alla realtà. Successivamente, l’autore rimuove anche l’ipotesi di diga rigida nel calcolo della pressione idrodinamica [13], anche se la forma degli spostamenti orizzontali è limitata a quella del primo modo di vibrare. In particolare, la legge di variazione degli spostamenti del paramento di monte è fornita dal rapporto di due funzioni: la prima, funzione del tempo, rappresenta le coordinate generalizzate, la seconda, funzione delle sole coordinate spaziali, rappresenta la forma modale fondamentale. In questa teoria, la pressione idrodinamica è calcolata come somma dei contributi provenienti da due modelli indipendenti uno dall'altro: nel primo  la diga è ritenuta rigida e le pressioni idrodinamiche sono generate 
dagli spostamenti prodotti dal moto sismico nel tempo come in [12]; nel secondo le pressioni idrodinamiche sono generate dal campo di spostamenti prodotti dal primo modo di vibrare della struttura. Le due soluzioni sono dunque ottenute imponendo alla diga alternativamente accelerazioni diverse, una applicata alla base di una struttura rigida e relativa all'accelerazione sismica, l'altra applicata in proporzione agli spostamenti modali, variabile nel tempo sinusoidalmente. I risultati forniti da questo metodo non sembrano del tutto affidabili in quanto non tengono conto dell'interazione tra la frequenza della struttura e quelle dell'azione sismica, né dell'interazione tra invaso e struttura. Questa formulazione viene in seguito raffinata per tener conto dell'effettiva interazione. Inizialmente in [15] Chopra utilizza un modello costituito da un oscillatore semplice, a un grado di libertà, in cui la rigidezza è quella relativa alla sola struttura della diga, mentre la massa e lo smorzamento sono entità relative però al sistema costituito dalla struttura e dall'invaso. In questo modo si tiene conto dell'interazione tra le frequenze della struttura e dell'invaso il cui grado di accoppiamento dipende ovviamente anche dalla forzante. La soluzione, fornita in forma analitica, fornisce il valore della pressione idrodinamica come risposta di un sistema globale, formato dalla struttura e dal bacino e non più come somma di soluzioni relative a sistemi indipendenti. In questo periodo si osserva un notevole sviluppo del calcolo automatico e il metodo degli elementi finiti si dimostra un potente strumento per il calcolo degli sforzi nel corpo diga in presenza di moto alla base. Esso consente infatti di superare le difficoltà nella descrizione di geometrie complicate e il problema della non omogeneità del materiale usualmente presente nella sezione trasversale delle dighe. Inoltre, grazie alla possibilità di simulare zone con 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  diverse caratteristiche meccaniche, anche la deformabilità della fondazione può così essere introdotta nel modello. Il primo programma di calcolo impiegato a questo scopo risale al 1964. Il problema di calcolo è comunque sempre di tipo piano, così come pure il moto impresso alla base, in due componenti, orizzontale e verticale, e il materiale della diga è elastico lineare. Specificamente per le dighe nel 1970 nasce EAD (Earthquake Analysis of Dams), un programma di calcolo agli elementi finiti in grado di effettuare l'analisi di sezioni trasversali di dighe soggette a sisma, applicabile sia a dighe in terra che a quelle in calcestruzzo, con lo scopo di determinarne la risposta dinamica [20]. Successivamente, in [25] e [30] Chopra tratta il problema con il metodo cosiddetto delle sottostrutture e, al contrario del caso precedente, considera i diversi modi di vibrare della struttura. Il metodo introdotto ha il notevole vantaggio di consentire schematizzazioni di tipo diverso per i sistemi fisici considerati. In particolare, considerando anche la comprimibilità dell'acqua, egli modella il sistema completo come composto da due sottostrutture: la diga, modellata agli elementi finiti e il serbatoio come un continuo di lunghezza infinita nella direzione di monte, rispondente alle leggi delle onde. Gli spostamenti strutturali della diga, che includono gli effetti dell'acqua, sono espressi come combinazione lineare dei modi di vibrare della diga in assenza di acqua. L'efficacia di questa formulazione analitica risiede nella possibilità di ottenere un buon risultato, considerando anche solo i primi modi di vibrare. Il vantaggio del metodo proposto è quello di consentire l'implementazione in un vero e proprio programma di calcolo. Nasce così nel 1973 il programma di calcolo EADHI (Earthquake Analysis of Dams including Hydrodynamic Interaction) [27], che consente di effettuare un'analisi bidimensionale della struttura con moto alla base in due componenti, orizzontale e verticale, considerando l'interazione tra diga e bacino e includendo la compressibilità dell'acqua. Tutti i sistemi sono ancora a comportamento lineare e l'analisi non tiene conto della deformabilità della roccia di fondazione. In [28] il metodo è applicato per l'analisi tensionale della diga Pine Flat sul fiume Kings a Fresno in California, soggetta al sisma del 21 luglio 1952. Il modello che schematizza il concio non tracimabile in stato piano di sforzo, è stato analizzato in presenza di moto sismico alla base verticale e trasversale. Inizialmente si trascura l'interazione idrodinamica, considerando il solo peso proprio e la spinta idrostatica come condizioni iniziali di sforzo. Successivamente si analizza il sistema in interazione con il bacino. L'analisi mostra che, nel caso dell'interazione idrodinamica, il periodo dominante nella risposta in spostamento del manufatto si allunga sensibilmente e gli spostamenti della sommità raddoppiano, così come le tensioni di picco locali. Lo studio porta a concludere l'estrema importanza della modellazione degli effetti di interazione struttura-bacino. 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Il caso del grave danneggiamento della diga di Koyna in India, colpita gravemente dall'evento sismico del 1967 di magnitudo 6.5, costituisce a sua volta un importante e interessante caso studio oltre che esercizio di calcolo. La diga, di circa 100 m di altezza, costituita da conci in calcestruzzo ordinario con giunti di contrazione piani non iniettati, fu costruita nel 1954 secondo le indicazioni della pratica di allora [7], facendo sì da evitare trazioni nel calcestruzzo e rispettandone il limite in compressione, utilizzando un'analisi lineare con un coefficiente sismico di 0.05, uniforme su tutta l'altezza. Chopra e Chakrabarti [26] analizzano la struttura inizialmente con il codice EAD agli elementi finiti. Il modello simula un concio in stato piano di sforzo, nell'ipotesi di fondazione rigida, sotto l'effetto del sisma realmente avvenuto nel 1967, trascurando però l'interazione diga-bacino. Successivamente l'analisi è effettuata anche con il codice EADHI, schematizzando sempre rigida la fondazione, ma considerando l'interazione con l'invaso anche se attraverso il solo primo modo di vibrare della struttura. L'effetto dell'azione sussultoria sull'entità delle pressioni idrodinamiche viene comunque trascurato. Il calcolo condotto senza interazione diga-bacino fornisce sollecitazioni inferiori rispetto al modello che ne tiene conto. Inoltre, gli sforzi ottenuti dall'analisi con EADHI sono considerevolmente superiori a quelli ottenuti attraverso i tradizionali metodi di previsione con modello della diga a mensola e acqua schematizzata come masse aggiunte. Le analisi si mostrano dunque in grado di prevedere stati tensionali che 
giustificano i quadri fessurativi rilevati; evidenziano inoltre il diverso comportamento dei conci tracimabili rispetto a quelli non tracimabili per un'evidente differenza di altezza e individuano gli stati di trazione più critici che si collocano nella parte alta dei conci, ciò che contraddice la pratica costruttiva di utilizzare materiali meno resistenti al crescere della quota. In effetti il sisma causò importanti fessure in diversi conci non tracimabili nella porzione superiore su entrambe le facce: In fase di progettazione fu dunque pesantemente sottostimata l'entità dell'evento sismico e ignorata l'interazione diga-bacino, segno evidente di inadeguatezza del metodo di calcolo originariamente impiegato. Ulteriori confronti con modelli basati sul metodo FEM si trovano in [23], [28] e [29]. Il calcolo automatico fornisce un grande ausilio alla comprensione del comportamento statico delle dighe in presenza di sisma e dell'interazione di queste con il bacino e il terreno, nonostante la limitatezza del modello, in molti casi piano. Il modello piano può infatti considerarsi appropriato per simulare il comportamento di una diga nel caso in cui ogni singolo concio si possa considerare indipendente dagli altri. Come osservato in [35], in presenza di vibrazioni di piccola ampiezza, una diga a gravità in calcestruzzo si comporterà come un solido, nonostante che i giunti abbiano la possibilità di slittare. Durante 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  un moto di grande ampiezza, il comportamento di una diga dipende dall'entità delle forze trasmissibili attraverso il giunto: nel caso di giunti rettilinei, che siano o meno iniettati, le forze di inerzia che si sviluppano durante un moto di grande ampiezza possono superare la forza di taglio che il giunto è in grado di trasmettere. Di conseguenza, i giunti slitteranno e ogni concio potrà vibrare indipendentemente, come è accaduto nella diga di Koyna durante il sisma del 1967, quando si sono verificate copiose perdite d'acqua dai giunti insieme allo spalling del calcestruzzo. Per un caso simile, un modello piano in stato piano di sforzo del singolo concio appare appropriato per la previsione della risposta sismica della diga. D'altra parte, per dighe con giunti di contrazione ingrananti potrebbe essere più opportuno un modello in stato piano di deformazione. La stessa ipotesi dovrebbe essere assunta anche per la roccia di fondazione. Inoltre, poiché le dimensioni e le caratteristiche dinamiche dei conci sono diverse, gli effetti che la diga esercita sulle deformazioni e gli sforzi nella roccia di fondazione variano lungo lo sviluppo della diga. In questo caso potrebbe essere necessario un modello tridimensionale per la porzione di roccia sottostante la diga. Parallelamente agli studi sull'interazione tra diga e bacino, Wylie, Chopra et al., in [18], [31], e [42], ritenendo che la risposta sismica della struttura possa essere significativamente influenzata dall’interazione con la fondazione, prendono in considerazione il contributo offerto dalla deformabilità del terreno. In particolare si valuta l'allungamento del periodo proprio del sistema diga-fondazione e l'incremento della capacità smorzante. La procedura proposta in [42] è basata ancora una volta sul metodo delle sottostrutture che prevede di analizzare inizialmente la sola fondazione e successivamente di utilizzare le equazioni del moto della sola struttura opportunamente modificate per tenere conto della presenza della fondazione. La teoria è sviluppata per un modello piano, idealizzazione talvolta accettabile per strutture di questo tipo, e consente di valutare la risposta strutturale con un elevato grado di precisione e, al tempo stesso, con un ridotto onore di calcolo. Anche in questo caso il confronto tra modelli numerici e analitici rivela un buon accordo [33] e [43]. A fronte di questi raffinati e complessi sviluppi analitici, alcuni autori (Chwang e Housner in [38] e Chwang in [39] nel 1978, Chakrabarti [56] nel 1985 e Aviles [62] nel 1986) ritengono però utile riprendere le semplici soluzioni proposte inizialmente [1], [2] e [4] allo scopo di verificarne la validità per impieghi strettamente pratici. Sotto le ipotesi di corpo diga rigido e di liquido incomprimibile, nel 1978 Chwang e Housner [38] e [39], riprendono infatti la teoria di von Karman [2] e, utilizzando ancora una volta le equazioni di bilancio della quantità di moto, ricavano relazioni semplificate per il calcolo della pressione idrodinamica nel caso di paramento di monte con costante inclinazione, soluzione non fornita da von Karman. Il confronto con la soluzione    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    172 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  di von Karman nel caso di paramento verticale fornisce ovviamente esito favorevole. Sempre in quell’anno Chwang [39] utilizza l'analogia di Zangar del flusso potenziale per ricavare, sotto le stesse ipotesi di [38], la relazione per il calcolo della pressione idrodinamica, fornendone 25 anni dopo la spiegazione teorico-matematica. I risultati ottenuti sono, anche in questo caso, in buon accordo con quelli sperimentali di Zangar e con [38]. Nel 1978 Chopra [40] propone una procedura a due stadi per la progettazione e la valutazione della sicurezza nelle dighe a gravità in calcestruzzo. Il primo stadio prevede un'analisi semplificata per stimare attraverso lo spettro sismico di progetto la risposta dovuta al solo modo di vibrazione fondamentale. Tale procedura è indicata per il progetto preliminare e per la valutazione della sicurezza delle dighe. Il secondo stadio consiste invece in un'analisi raffinata di tipo time-history per modellazioni agli elementi finiti del corpo diga che consente di indagare in modo accurato la risposta dinamica e di verificare l'attendibilità delle valutazioni preliminari. Gli sforzi nel corpo diga vengono determinati considerando la fondazione rigida, ipotesi che sarà rimossa nei successivi studi. Nello stesso ambito, più tardi Avilés et al. [62] forniscono nel 1986 una soluzione analitica per corpi diga con paramento di monte inclinato, sfruttando l’equazione di Laplace e il metodo di Trefftz-Mikhlin. La teoria, basata sulle ipotesi di diga rigida ed acqua incomprimibile, fornisce una soluzione di rapida 
valutazione e al tempo stesso accurata; inoltre i coefficienti per il calcolo della pressione idrodinamica sono forniti in maniera esplicita, come in alcune delle teorie elencate in precedenza. I risultati sono in buon accordo sia con quelli di Zangar del 1952 e con quelli di Chwang del 1978, sia con quelli ottenuti attraverso metodi numerici dallo stesso Avilés. Sulla base della procedura approssimata di Chopra del 1978 [40] per la determinazione dei carichi sismo-indotti, nel 1986 nasce il codice SDFDAM, sviluppato da Cole e Cheek [63] nello U.S. Army Corps of Engineers. Il programma consente di studiare in maniera semplice una diga a gravità in calcestruzzo soggetta al sisma, utilizzando un modello bidimensionale per ottenere una prima ragionevole stima delle tensioni di trazione nel manufatto. Sulla base di questa valutazione si può decidere se è il caso o meno di procedere con analisi più raffinate. Nel 1984 Fenves e Chopra [52] riprendono il metodo delle sottostrutture del 1978 [42] per comprendere l'effetto dei sedimenti comunque sempre presenti alla base del manufatto. Tali effetti sono stati modellati come un sedimento di fondo che assorbe parzialmente le onde di pressione incidenti e il sistema diga - acqua - roccia di fondazione è idealizzato bidimensionale con comportamento lineare. è stata sviluppata una procedura analitica per valutare la risposta al    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    173 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  sisma di dighe a gravità in calcestruzzo che considera gli effetti di interazione tra diga, bacino e fondazione e gli effetti dei sedimenti alla base dell'invaso. Questa procedura è implementata da Fenves e Chopra [61] nel programma EAGD-84 (Earthquake Analysis of concrete Gravity Dams) [106] che impiega ancora un modello bidimensionale. Gli effetti idrodinamici dell'acqua dell'invaso si considerano adeguatamente modellati dall'equazione dell'onda bidimensionale, considerando la compressibilità dell'acqua. Il sistema è analizzato sotto l'ipotesi di comportamento lineare della diga di calcestruzzo, presenza del serbatoio di monte e roccia di fondazione, così da escludere i fenomeni di fessurazione del calcestruzzo e della cavitazione dell'acqua. Allo scopo di determinare gli effetti idrodinamici, e solo a questo scopo, il profilo di monte della diga è considerato verticale e la pressione idrodinamica agente sulla faccia della diga è insensibile alle piccole deviazioni dell'inclinazione della faccia dalla verticale, specialmente in prossimità della base. Il sottostante strato roccioso e i materiali depositati al piede della diga sono idealizzati come semipiani omogenei, isotropi e viscoelastici. L'acqua dell'invaso è modellata come dominio fluido di spessore costante e lunghezza infinita in direzione di monte. Un'onda di pressione idrodinamica incidente sul materiale dei sedimenti si rifletterà in parte nell'acqua e in parte sarà rifratta dagli strati di sedimenti che sono completamente saturi e con un modulo di taglio molto basso. A causa della considerevole dissipazione di energia risultante dal comportamento isteretico, e la turbolenza negli strati di materiale saturo, l'onda rifratta è essenzialmente dissipata prima di raggiungere lo strato di roccia sottostante. La dissipazione dell'onda di pressione idrodinamica nei sedimenti è modellata approssimativamente da una condizione al bordo alla base del bacino che assorbe parzialmente le onde di pressione idrodinamica incidenti. La capacità di assorbire le onde rifratte da parte dei sedimenti è caratterizzata dal coefficiente di riflessione dell'onda definito come il rapporto dell'ampiezza dell'onda riflessa sull'ampiezza dell'onda di pressione che si propaga verticalmente incidente sui sedimenti. Data la varietà dei materiali di sedimento, il valore del coefficiente può essere ricavato esclusivamente in maniera sperimentale. Su lunghi periodi, i sedimenti possono depositarsi in strati consistenti alla base di alcuni bacini e riducono lo spessore dell'invaso. L'eccitazione sismica alla base del terreno è considerata in due componenti quella trasversale e quella verticale ed è assunta identica su tutti i punti della base. L'effetto dei sedimenti di fondo sul comportamento dinamico del sistema diga-invaso viene introdotto a sua volta agli inizi degli anni ’80 da Fenves et al. [50], [52], [59], [60], che concentrano la loro attenzione sulla capacità da parte dei sedimenti di smorzare le onde di pressione generate dallo scuotimento sismico. In particolare, gli autori sviluppano una procedura analitica basata ancora sul metodo delle sottostrutture. Le soluzioni, prodotte in termini di spostamento, 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  accelerazione o tensione nel manufatto, sono presentate per un'ampia gamma di valori del coefficiente di smorzamento dei sedimenti e dei rapporti di frequenza tra la struttura, il sisma e il bacino. I risultati forniscono indicazioni importanti in merito alla risposta in frequenza del sistema e alla condizione di risonanza: la capacità smorzante dei sedimenti risulta infatti cruciale nel caso di accoppiamento delle frequenze del sisma con quelle dell'invaso nel limitare l'ampiezza della risposta del corpo diga. Finalmente, nel 1987, Fenves e Chopra [66] forniscono un metodo di calcolo tabellare per la valutazione delle pressioni idrodinamiche sul modello piano, impiegando lo spettro di risposta con forza statica equivalente per ottenere i massimi effetti sulla struttura, tenendo conto contemporaneamente di tutti gli effetti finora considerati dai precedenti autori. A partire dall'analisi semplificata del 1978 [40], in [66] si inserisce infatti l'interazione diga-fondazione rocciosa e gli effetti dei sedimenti al piede, in aggiunta all'interazione diga-invaso considerando anche la comprimibilità dell'acqua, già presente in [40]. Le forze idrodinamiche che scaturiscono dal primo modo di vibrazione sono applicate staticamente sulla faccia a monte della diga e gli sforzi all'interno sono calcolati su un modello bidimensionale con la procedura agli elementi finiti SDFDAM [63]. Il calcolo fornisce risultati poco discosti da quelli ottenuti con il programma agli elementi finiti EAGD-84, rimanendo comunque a favore di sicurezza. Questo metodo, oltre a rappresentare un ottimo sistema per il predimensionamento, è oggi un vero e proprio criterio che nelle FERC [86] va sotto il nome di "metodo pseudo-dinamico". Esso ha il pregio della semplicità d'uso e costituisce un efficace sistema di controllo dei risultati ottenuti con i softwares di calcolo. Nel 1989 la procedura implementata nel codice SDFDAM viene modificata da Nau [69], che introduce nel metodo semplificato anche l'ipotesi di deformabilità della fondazione. In questo caso la roccia di base è considerata un semipiano elastico e isotropo, secondo la teoria di Flamant descritta da Christian e Desai del 1977 [37]. Tale versione modificata del codice è validata attraverso uno studio parametrico su diverse sezioni di dighe, prendendo a riferimento il programma EAGD-84. Da questo studio emerge l'importanza di considerare la deformabilità del terreno e il differente effetto in termini tensionali di questa assunzione al variare delle dimensioni geometriche delle dighe. Dagli inizi degli anni '80 alcuni autori mettono in discussione le ipotesi, fin qui sempre accettate, di quota costante della superficie libera dell'invaso e di stato piano di deformazione del modello. La variazione di quota del pelo libero dell'invaso è messa in conto da Chwang [47], nel 1982, che, sotto le ipotesi di corpo diga rigido e fluido incomprimibile, utilizza l’equazione dell’onda di D’Alembert e impone opportune condizioni al contorno in superficie per ricavare la pressione idrodinamica sul manufatto in presenza di 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  un'accelerazione di tipo impulsivo. La soluzione risulta essere composta da due termini: il primo rappresenta il contributo della teoria di Westergaard per fluido incomprimibile, il secondo è un termine che dipende dalla durata della sollecitazione, dall’altezza del serbatoio e dall’entità dell'accelerazione. Nella pratica, essendo piccoli gli spostamenti dei corpi diga, questo effetto può in generale essere ritenuto trascurabile. Successivamente, nel 1996, Chen  [74], riprende lo stesso problema e, sotto le ipotesi di diga sia rigida, sia deformabile e fluido incomprimibile, utilizza come sollecitazione un vero e proprio accelerogramma alla base. La soluzione, ottenuta in questo caso numericamente con la tecnica degli elementi finiti, mostra che l’effetto dell’innalzamento del pelo libero, prevalentemente dovuto allo spostamento del terreno e non agli effetti di deformabilità del corpo diga, non è in gradi di influenzare la risposta del sistema. La questione relativa al tipo di modello, piano o tridimensionale, da utilizzare nel calcolo della pressione idrodinamica viene affrontata da Rashed [53] nel 1984. Egli analizza il problema sia analiticamente che numericamente, su un modello di serbatoio prismatico di lunghezza semi-infinita, sotto le ipotesi di fluido compressibile, diga rigida o deformabile, moto proveniente dal terreno o dalla flessibilità del manufatto. Nella modalità tridimensionale, egli tiene conto della deformabilità delle pareti del serbatoio, considera una vibrazione, del terreno o della sola diga, di tipo armonico nelle tre direzioni alternativamente. Utilizzando l’equazione dell’onda di D’Alembert nelle tre componenti, egli ricava una serie di relazioni per il calcolo della pressione idrodinamica tridimensionale, per ciascuna direzione in cui agisce la forzante. La soluzione è ricavata per quattro diversi casi in cui la diga è rigida con terreno in movimento nelle tre direzioni alternativamente, oppure deformabile in sommità e ferma alla base. In tutti i casi è messa in conto anche l'eventualità che le pareti del serbatoio si deformino. Si nota come all’aumentare della larghezza dell'invaso in rapporto alla sua altezza, la soluzione del problema tridimensionale tende a quella del problema piano. Tali risultati confermano la sensibilità della risposta in relazione alla bi o tridimensionalità del modello, con maggiori valori della pressione nel caso bidimensionale, rispetto al tridimensionale. La possibilità che oggi ci offrono i sistemi di calcolo è anche quella di valutare l'effetto di diverse geometrie dell'invaso e di forzanti più realistiche.  Dalla fine degli anni ’80, il progresso nel campo dei metodi di calcolo e dei programmi agli elementi finiti consente di effettuare analisi più sofisticate e dettagliate. In particolare, gli autori, impiegando un approccio di tipo sia Euleriano, Lagrangiano che misto, cercano di validare le teorie analitiche sviluppate negli anni precedenti e di valutare gli effetti delle ipotesi introdotte. Si tratta dei lavori di Calayir et al. [79], Guan et al. [80], Bouaanani et al. [87] e [91], Yazdchi et al. [83], Bayraktara et al. [89], M. R. Rossa et al. [92], von    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    176 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Gersdorff et al. [94] e Pelecanos et al. [96]. L’impiego di tali strumenti di calcolo non ha portato in nessun caso allo sviluppo di nuove teorie sulla pressione idrodinamica, tanto che, come già detto, gli attuali codici normativi e linee guida si rifanno ancora alle teorie sviluppate dagli anni ’30 agli anni ’70. L'utilità degli attuali softwares di calcolo agli elementi finiti risiede comunque nella possibilità di effettuare modelli tridimensionali della diga e del terreno, di modellare il comportamento non lineare del materiale, di introdurre il danneggiamento, di accoppiare differenti tipologie di analisi e valutare ad esempio gli effetti dell'interazione tra solido e fluido, cosa impossibile attraverso metodi analitici. Ci si aspetta quindi che queste tecniche di modellazione possano essere impiegate sia per raffinare o validare le teorie attualmente utilizzate, sia per comprendere la fisica dei problemi e selezionare, caso per caso, i parametri più significativi, con vantaggio di semplificazione degli stessi modelli. Un problema che si pone attualmente è quello della validazione sperimentale delle teorie esposte. Infatti, sia per le notevoli dimensioni delle strutture in gioco, sia per la difficoltà di poter svuotare i serbatoi o installare un esteso sistema di monitoraggio, disponiamo oggi di un limitato numero di prove sperimentali che potrebbero costituire utili strumenti per la taratura dei modelli. Alcuni studi, nei quali, con differenti approcci e tipologie di elementi finiti si è tentato di riprodurre numericamente il comportamento reale della struttura sulla base di dati sperimentali, hanno fornito indicazioni estremamente interessanti come nel caso delle prove con vibrodina [94]. Con le tecniche numeriche è anche possibile effettuare prove parametriche che premettano di capire l’influenza di un determinato fattore sulla risposta strutturale, indirizzando quindi, all’occorrenza, specifiche analisi conoscitive. Nonostante la creazione di raffinati software, non risulta ancora possibile valutare in maniera affidabile il comportamento delle dighe durante un importante evento sismico, a causa delle numerose non linearità che possono intervenire quali l'apertura dei giunti di dilatazione trasversali, le lesioni che si formano nel corpo diga, il comportamento non lineare della fondazione ed in virtù delle insufficienti informazioni in merito alla variazione spaziale del movimento sismico.  
3.2 Teoria di H. K. Westergaard Uno dei primi e più importanti studi rivolti alla valutazione delle azioni idrodinamiche agenti sul paramento di monte, a seguito di una sollecitazione sismica orizzontale, è dovuto a H. M. Westergaard nel 1933. L’Autore ritiene che per valutare l’incremento di sollecitazione dovuta al sisma, nel caso di dighe a gravità, sia necessario mettere in conto due cause: la prima    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    177 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  riguarda le accelerazioni della massa della diga stessa e la seconda il cambiamento di pressione dell’acqua la quale si trova quindi ad essere in una condizione differente rispetto a quella di quiete.  Al fine di valutare l’accelerazione che interessa il corpo diga, Westergaard, nel caso di assenza di condizioni particolarmente sfavorevoli, ritiene accettabile l’ipotesi che tutti i punti della fondazione subiscano gli stessi spostamenti 𝑥𝑥(𝜕𝜕), velocità ?̇?𝑥(𝜕𝜕) e accelerazioni ?̈?𝑥(𝜕𝜕) nello stesso istante di tempo. Westergaard, sulla base di relazioni empiriche, valuta il periodo proprio di vibrare del corpo diga (in assenza di serbatoio ed assunto per semplicità di forma triangolare) mediante la seguente relazione 
Ts =  Hs2610 ∙ B secm                                                                      (3.1) nel caso di base rigida. L’eventuale presenza di un supporto elastico porterebbe ad un aumento del periodo di vibrare, rimanendo tuttavia dello stesso ordine di grandezza. Nel caso di B = 0,8 H, la relazione (3.1) diventa Ts =  Hs488 secm  , per esempio, Ts =  0.20 sec  nel caso di altezze dell’ordine di 100 m. Poiché il periodo di vibrazione della diga è generalmente una frazione di secondo, mentre il periodo dominante del sisma 𝑇𝑇 è maggiore di 1 sec: 
- fenomeni di risonanza non sono da attendersi ordinariamente, salvo nel 
caso di dighe molto alte; 
-  quando il rapporto 𝑇𝑇𝑠𝑠
𝑇𝑇
 è piccolo – come sopra dimostrato -, si può ritenere che tutti i punti della diga sono interessati allo stesso tempo dalla stessa accelerazione di base. Westergaard considera come indicatore dell’intensità del sisma il valore 𝑐𝑐 che è dato dal rapporto ax
g
 in cui a è l’accelerazione attesa e g è l’accelerazione di gravità. In questa trattazione, ed in molte altre successive, il valore di 𝑐𝑐 è fissato pari a 0,1.  Nei suoi studi, l’autore, assume come ipotesi di base: 
- diga rigida; 
- sbarramento con paramento a monte verticale; 
- accelerazioni sismiche orizzontali (perpendicolari alla diga) di legge 
sinusoidale; - moto piano; 
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3.2.1 Equazioni del moto dell’acqua Le equazioni impiegate fanno riferimento alla teoria dell’elasticità dei solidi trascurando tuttavia lo sforzo di taglio non ammesso in fluidi come questi. Le forze agenti su un elemento di volume, dx dy dz, sono espresse in termini di sforzo, p, il quale deve essere sovrapposto alle pressioni idrostatiche agenti in regime di quiete. Le forze sulla faccia con ascissa x + dx, eccedono quelle con ascissa xdella quantità ∂p
∂x
 dx per unità di area, o globalmente di ∂p
∂x
 dx dy dz. La massa dell’elemento è w
g
 dx dy dz, e l’accelerazione che subisce è ∂2ξ
∂t2
, indicando con ξ lo spostamento in direzione x. Sulla base del principio di D’Alembert, secondo il quale ogni istante del moto può essere considerato come uno stato di equilibrio meccanico, eguagliando la forza d’inerzia agente sulla massa considerata con quella agente sulla faccia dell’elemento, si ottengono le seguenti relazioni  
∂p
∂x = wg ∂2ux∂t2                                                                         (3.2) 
∂p
∂y = wg ∂2uy∂t2                                                                           (3.3)  L’equazione (3.2) si riferisce al movimento in direzione 𝑥𝑥 mentre l’equazione (3.3) al movimento in direzione 𝑦𝑦; l’equazione in direzione 𝑧𝑧, coincidente con l’asse della diga, non è riportata poiché vengono considerati movimenti paralleli al piano trasversale del corpo (𝑥𝑥,𝑦𝑦). La tensione 𝑝𝑝, nelle equazioni (3.1) e (3.2) è governata dalla relazione  p = kε                                                                               (3.4)  per incremento di volume per unità di volume, 𝜀𝜀, che si produce. La costante 𝑘𝑘, rappresenta il modulo di comprimibilità dell’acqua. Dalla seguente relazione  
ε = ∂ux
∂x + ∂uy∂y                                                                           (3.5)  si ottiene che p = k�∂ux
∂x + ∂uy∂y �                                                                        (3.6)    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    179 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Il movimento è governato dalle equazioni (3.2), (3.3) e (3.6). Un confronto con l’equazione idrodinamica per fluidi comprimibili mostra che le equazioni (2), (3) e (6) possono essere applicate quando gli spostamenti 𝜉𝜉 e 𝜂𝜂 sono piccoli, come assunto nelle ipotesi.  
3.2.2 Soluzione del problema considerando il movimento verticale ed 
orizzontale dell’acqua Assumiamo che la diga si muova durante il sisma secondo un movimento armonico con periodo 𝑇𝑇, e la massima accelerazione sia, 𝑐𝑐𝑚𝑚, per 𝑇𝑇 = 0,𝑇𝑇, 2𝑇𝑇, etc. Questo movimento è espresso dall’equazione  ux,0 = −αgT24π2  cos �nπt2H�                                                                 (3.7)  La soluzione ricercata deve soddisfare le equazioni (3.2), (3.3) e (3.6), ed inoltre le seguenti condizioni al contorno:  a) 𝑝𝑝 = 0,    quando 𝑦𝑦 = 0; b) 𝑢𝑢𝑦𝑦 = 0,    quando 𝑦𝑦 = ℎ; c) 𝑢𝑢𝑥𝑥 = −𝛼𝛼𝛼𝛼𝑇𝑇24𝜋𝜋2 cos( 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑇𝑇  ),    quando 𝑥𝑥 = 0; d) 𝑝𝑝 tende a 0 quando 𝑥𝑥 tende ad un valore elevato.  Considerando l’acqua comprimibile, la soluzione che soddisfa le precedenti condizioni è espressa dalla seguente relazione  ux = −αgT24π3 cos( 2πtT  ) � 1n e−qn  sin �nπy2H �                                         (3.8)n
1,3,5,…  uy = αgT24π3 cos( 2πtT  ) � 1ncn e−qn  cos �nπy2H �                                       (3.9)n1,3,5,…  in cui  cn = �1 − 16wH2n2gkT2                                                                  (3.10) e  qn = nπcnx2h                                                                      (3.11)  L’equazione (3.9) fornisce    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    180 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  1cn − cn = 16wH2n2cngkT2                                                           (3.12) in cui 
𝑐𝑐 = �𝑚𝑚𝑘𝑘
𝑤𝑤
                                                                      (3.13)  Le equazioni (3.6), (3.8), (3.9) e (3.12) permettono di ricavare il valore della pressione in un generico punto di coordinate (x, y)  p = −8αwh
π2
cos( 2πtT  ) � 1n2cn e−qnsin �nπy2H �                                       (3.14)n1,3,5,…  
 
3.2.3 Pressione sul corpo diga In accordo con l’equazione (3.14), la massima pressione 𝑝𝑝, per (𝑥𝑥 = 0), dell’acqua sulla diga si ha per 𝜕𝜕 = 0,𝑇𝑇, 2𝑇𝑇, etc. Si ottiene che  p = 8αwH
π2
�
1n2cn sin �nπy2H �                                                       (3.15)n1,3,5,…   nella quale, come prima, in accordo con l’equazione (3.10) e con i seguenti valori numerici  g = 9,81 m
sec2
; k = 230000 daN
m2
; w = 1000 daN
m3
,  
cn = �1 − 16wH2n2gkT2 =  �1 − 0.71889n2 � H sec305 T m�2                                     (3.16)  Il valore massimo della pressione, p, si ha alla base del serbatoio(y = h), ed è  p = 8αwH
π2
�
(−1)n−12n2cn                                                               (3.17)n1,3,5,…  
 
3.2.4 Taglio e momento agenti È importante valutare la forza di taglio orizzontale e il momento flettente prodotto dal carico p, in varie sezioni orizzontali considerando un funzionamento a mensola della diga. 
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𝑄𝑄 = � 𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑦𝑦;𝑦𝑦
0
 𝑄𝑄0 = � 𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑦𝑦ℎ
0
.   𝑀𝑀 = � 𝑄𝑄 𝑑𝑑𝑦𝑦𝑦𝑦
0
;  𝑀𝑀0 = � 𝑄𝑄 𝑑𝑑𝑦𝑦ℎ
0
                        (3.18)  
𝑄𝑄 = 16𝑐𝑐𝑤𝑤𝐻𝐻2
𝜋𝜋3
� �
1
𝑛𝑛3𝑐𝑐𝑛𝑛
 𝑛𝑛
1,3,5,… − �
1
𝑛𝑛3𝑐𝑐𝑛𝑛
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �
𝑛𝑛𝜋𝜋𝑦𝑦2𝐻𝐻 �𝑛𝑛
1,3,5,… �                                           (3.19)  
𝑄𝑄0 = 16𝜋𝜋3 𝑐𝑐𝑤𝑤𝐻𝐻2 � 1𝑛𝑛3𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛1,3,5,…                                                             (3.20)  
𝑀𝑀 = 𝑐𝑐𝑤𝑤ℎ3 �16∑ 1𝑛𝑛3𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛1,3,5,…
𝜋𝜋3
𝑦𝑦
ℎ
−
32
𝜋𝜋4
�
1
𝑛𝑛4𝑐𝑐𝑛𝑛
𝑐𝑐𝑠𝑠𝑛𝑛 �
𝑛𝑛𝜋𝜋𝑦𝑦2ℎ �𝑛𝑛
1,3,5,… �                             (3.21)  
𝑀𝑀0 = 𝑐𝑐𝑤𝑤ℎ3 �16∑ 1𝑛𝑛3𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛1,3,5,…𝜋𝜋3 − 32𝜋𝜋4 � (−1)𝑛𝑛−12𝑛𝑛4𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛1,3,5,… �                                     (3.22)  
3.2.5 Formule approssimate per la determinazione della pressione 
idrodinamica Allo scopo di una valutazione approssimata della pressione idrodinamica, si potrebbe pensare di approssimare la distribuzione esatta attraverso un quarto di ellisse. Un’approssimazione più soddisfacente si ottiene facendo riferimento a una parabola con asse verticale mostrata in figura 3.1. L’andamento parabolico conduce alla seguente semplificazione delle formule  p = Cα�hy ;  p0 = Cαh                                                              (3.23)  Q = 23 Cαy�hy ;  Q0 = 23 Cαh2                                                       (3.24)  M = 415 Cαy2�hy ; M0 = 415 Cαh3                                                   (3.25)  Dove  𝐶𝐶 è dato, con buona approssimazione dalla legge, 
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�1 − 0,72 � h sec305 T m�2                                                            (3.26)  Dalle equazioni (23) e (26) si ottiene il valore della pressione idrodinamica  p = 898 daNm−3 α�hy
�1 − 0,72 � h sec.305 T m�2                                                           (3.27)  Utilizzando il quadrante di ellisse invece che la parabola per la valutazione delle pressioni idrodinamiche si ottiene  p = 719 daNm−3 α�y(2h − y)
�1 − 0,72 � h sec.305 T m�2                                                      (3.27a)  
 
 
Figura 3.1 - sezione trasversale del corpo diga con andamento parabolico delle pressioni 
idrodinamiche sul paramento di monte Per visualizzare l’azione dinamica del fluido sulla diga, si potrebbe pensare ad un determinato corpo di acqua che si muove con la diga mentre il restante serbatoio rimane fermo. A questo scopo il corpo d’acqua che si muove con la diga potrebbe essere pensato composto da strati di ghiaccio orizzontali ed il serbatoio vuoto. Gli strati di ghiaccio si supportano l’uno su l’altro senza che si producano tra loro forze attritive. Gli strati sono attaccati fermamente alla diga 
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3.3 Teoria di T. von Karman. Nella sua trattazione von Karman va ad indagare sia l’influenza della comprimibilità dell’acqua che la cosiddetta “massa apparente”. L’autore ritiene che nel campo delle frequenze che si suppone possano verificarsi in seguito ad un sisma, l’effetto della comprimibilità è piccolo, cosicché il valore della massa apparente moltiplicato per la massima accelerazione orizzontale fornisce in prima approssimazione la pressione in eccesso dovuta al sisma. 
 
Figura 3.2 - sezione trasversale del corpo diga con andamento – massa apparente Consideriamo una sezione trasversale della diga con paramento di monte verticale di altezza hs ed infinita lunghezza e assumiamo che essa sia in quiete al tempo t = 0 e che un’accelerazione orizzontale uniforme ax agisca sul corpo in un intervallo di tempo ∆t.  
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Per trovare l’esatto valore della massa apparente, sarebbe necessario calcolare l’esatta distribuzione delle accelerazioni nel fluido. Invece di questo procedimento, si assume che una porzione di fluido con profondità 𝑏𝑏, sia soggetto al valore di accelerazione 𝑎𝑎𝑥𝑥, mentre il rimanente fluido non sia interessato nel processo. La profondità 𝑏𝑏 varia con l’altezza, come mostrato in figura 3.2.  Con queste assunzioni le condizioni a), b) e c) sono immediatamente verificate come dimostrato sotto:  a) Condizione di continuità del flusso. – Considerando la parte della diga tra la quota y = 0 e l’arbitraria altezza y, la massa di fluido che si sposta attraverso questa parte della diga deve necessariamente passare attraverso la sezione di controllo BC. Poniamo che l’accelerazione verticale sia variabile con l’altezza, ed ay sia il valore medio tra x = 0 e x = b, mentre per x > b il fluido è supposto in quiete. Gli spostamenti della diga nell’intervallo di tempo ∆t sono ax ∆t22  e gli spostamenti del fluido attraverso la sezione BC = b sono ay ∆t22  cosicché la condizioni di continuità richiede che yax ∆t22 = bay ∆t22   o  yax = b ay                                                                      (3.28)   b) Equilibrio tra pressioni e forze di massa orizzontali. – Si assuma che la pressione ad una arbitraria altezza y, sia py, e la densità dell’acqua sia ρ. La pressione dell’acqua risulta quindi uguale a pdy = ρ b dy ax o  p = ρ b ax                                                                         (3.29)  c) Equilibrio tra pressioni e forze di massa verticali. – Si consideri una porzione di fluido con larghezza variabile b, tra due sezioni di altezza y e y + dy. La risultante delle pressioni sulla superficie inferiore dell’elemento è uguale a pb e quella agente sulla parte superiore è uguale a  pb + d
dy
(pb)dy. Ora, la differenza, − d
dy
(pb)dy, deve essere uguale al prodotto della massa dell’elemento ρ b dy, e le accelerazioni verticali, ay. Quindi, − d
dy
(pb)dy = ρ ay b dy o  ddy (pb) = −ρ b ay                                                            (3.30)   
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Sostituendo ay = yb ax dalla equazione (3.28) e p = ρ b ax  dalla equazione (3.29), l’equazione (3.30) diventa  ddy [ρb2ax] = −ρyax                                                            (3.31)  o, poiché p e ax sono stati assunti costanti, ddy (b2) = −y e  b2 = b02                                                                                    (3.32)  Per y = h, la pressione si annulla, cosicché b(h) = b02 − h2 = 0, o b02 = h22 . Sostituendo nell’equazione (32), b2 = 1
2
[h2 − (y)2] si ha  b = 0,707�h2 − (y)2 = 0,707�y′(2h − y)                                         (3.33)  Dalla quale otteniamo un valore della pressione  p = α w 0,707�y(2h − y)                                                         (3.34)  ottenendo un valore della pressione massima per y = h di p0 = 0,707 α w h.  Dalla trattazione di Westergaard, imponendo le condizioni di von Karman, otteniamo un valore leggermente differente e pari a p0 = 0,743 α w h.    
3.4 Teoria di C. N. Zangar La trattazione di Zangar è particolarmente interessante e influenzerà notevolmente i codici normativi di vari paesi in merito alla determinazione della pressione idrodinamica che si genera sul paramento di monte in seguito ad un evento sismico. Avvalendosi delle ipotesi di diga rigida, piccoli spostamenti del corpo d’acqua, moto piano, serbatoio infinitamente lungo verso monte (cioè le stesse ipotesi adottate da Westergaard) e trascurando la comprimibilità dell’acqua (come già fatto da von Karman) perviene alla determinazione della pressione idrodinamica per differenti inclinazioni del paramento di monte.  Zangar, nei suoi studi, basati su un’analogia elettrica, ricorre alla costruzione di un modello geometricamente simile al sistema diga-serbatoio costituito da un recipiente opportunamente sagomato. Un potenziale elettrico variabile linearmente è posto lungo la faccia rappresentante il paramento di monte della 
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Figura 3.3 - strumentazione utilizzata per la determinazione della pressione idrodinamica 
mediante l’analogia elettrica Zangar ritiene che l’incremento di pressione, p, causato da un sisma, è dato dalla relazione, p = Cαwh                                                                 (3.35) in cui: 
− w è l’unità di peso dell’acqua; 
− h la profondità del serbatoio; 
− α fattore che indica l’intensità del sisma.  C è una quantità che definisce il livello e la distribuzione della pressione idrodinamica la quale è determinata attraverso le linee equipotenziali nella rete di flusso. C è funzione della forma della diga e del serbatoio e non è influenzato dall’intensità del sisma.  
3.4.1 Teoria Le soluzioni analitiche si basano sull’assunzione che la diga sia rigida e si muova assieme alla fondazione secondo la seguente legge di spostamento, 
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∂p
∂x = wg ∂2ux∂t2
∂p
∂y = wg ∂2uy∂t2
∂p
∂z = wg ∂2uz∂t2 ⎭⎪⎪⎬
⎪⎪
⎫
                                                              (3.37) 
 Con queste assunzioni, per un fluido comprimibile, le condizioni di continuità sono date dalle equazioni  
∂ux
∂x + ∂uy∂y + ∂uz∂z = pE                                                         (3.38)  Dove E rappresenta il modulo di comprimibilità dell’acqua. Utilizzando le equazioni (3.37) e (3.38) si ottiene la seguente equazione differenziale  
∂2p
∂x2 + ∂2p∂y2 + ∂2p∂z2 = 1K2 ∂2p∂t2                                               (3.39)  E considerando nu sistema piano si ha:  
∂2p
∂x2 + ∂2p∂y2 = 1K2 ∂2p∂t2                                                           (3.40)  Analiticamente il problema si risolve determinando le soluzioni per l’equazione differenziale (3.39) o (3.40) le quali devono soddisfare le condizioni al contorno. Se l’acqua è considerata incompressibile, E e quindi K, tendono ad infinito. Con un valore di K tendente ad infinito, la parte dopo l’uguale delle equazioni (3.39) e (3.40) diventa nulla. Per il caso di flusso bidimensionale e di fluido incomprimibile l’equazione (3.40) diventa  
∂2p
∂x2 + ∂2p∂y2 = 0                                                                      (3.41)    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    188 
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Figura 3.4 - individuazione della rete di flusso 
 Poiché la rete di flusso è ottenuta, è importante a questo punto fornire un corretto valore delle pressioni idrodinamiche. Il valore della pressione è ottenuto mediante le seguenti considerazioni:  a) dividiamo il serbatoio in n parti uguali; b) assumiamo che la diga sia rigida, quindi la stessa quantità di acqua deve 
fluire attraverso ogni elemento; c) l’acqua non può fluire attraverso le linee di corrente in ogni punto; d) si applicano le equazioni del moto e di continuità ad un quadrato nella rete di flusso.  Quindi,  
∆p = αwhn �∆ϕ∆s cos �2πtT ��                                                     (3.42)  L’equazione (3.42) esprime il valore della pressione. L’equazione può essere inoltre semplificata se la rete di flusso è suddivisa in quadrati cosicché ∆ϕ = ∆s. Ciò che risulta effettivamente importante è l’incremento massimo, il quale si ha quando t = T. Quindi, l’equazione (3.42) diventa    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    189 
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∆p = 1nαwh                                                                   (3.42)  Il coefficiente di pressione C diviene 1
n
 il quale è determinato direttamente dal valore nominale delle linee equipotenziali intersecanti il paramento di monte della diga.  Il valore della pressione idrodinamica è dato dall’equazione  p = Cαwh                                                                        (3.43)  Che è equivalente all’equazione (3.42). Analiticamente il valore di C può essere ricavato mediante la seguente relazione  C = Cm2 �yh �2 − yh� + �yh �2 − yh��                                                   (3.44)  in cui Cm rappresenta il valore massimo di C per inclinazione costante  
      Cm = −0,0073 θ + 0,7412                                                         (3.44a) 
 
 
Figura 3.5 - coefficiente di pressione al variare della inclinazione del paramento di monte Di conseguenza la pressione idrodinamica diventa  p = 12αwh Cm �yh �2 − yh� + �yh �2 − yh��                                        (3.45) 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi   La forza di taglio e il momento, ad ogni quota generica y, possono essere ricavati mediante le seguenti relazioni  V = 0,726py                                                                 (3.46)  M = 0,299py2                                                               (3.47)  In particolare, Zangar evidenzia, come del resto possiamo notare dalla figura 5, che l’entità delle pressioni si riduce al diminuire della pendenza del paramento e cioè al crescere dell’angolo θ che il paramento stesso forma con la verticale. Per θ = 0, e quindi nel caso di paramento verticale, si riscontra che le pressioni che si ottengono utilizzando la formulazione di Zangar (equazione 45) differiscono di poco da quelle ottenute da Westergaard, che forniscono valori leggermente superiori.  
3.5 Teoria di G. W. Housner Housner, per la determinazione delle pressioni impulsive che si generano sul paramento di monte di una diga a gravità a seguito di accelerazioni normali al paramento stesso, fa ricorso ad uno schema semplificato del processo di moto. In particolare, Housner, suppone che il liquido sia suddiviso mediante una serie di membrane verticali, sottili e prive di massa, libere di muoversi nella direzione secondo cui agisce la sollecitazione sismica. Sulla base di tale modello, sulle ipotesi di liquido incomprimibile e di piccoli spostamenti delle particelle fluide, Housner giunge ad una distribuzione di pressione p sul paramento, di tipo approssimativamente parabolico, espressa dalla relazione  p = wαh� ��yH − 12 �yH�2� √3 − yH cosθ�                                                   (3.48)  In cui h� è la lunghezza del paramento di monte, esprimibile tramite la seguente relazione H/sinθ e con θ si intende l’angolo che il paramento di monte forma con l’orizzontale. La forza risultante agente sul paramento è data da  Fh = wαH2 1sin2θ � 1√3 − cosθ2 �                                                       (3.49) Queste relazioni, come precisato dall’autore, possono ritenersi valide per angoli 
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3.6 Teoria A.K. Chopra (cenni) Chopra con la sua trattazione fornisce un contributo molto importante alla valutazione della pressione idrodinamica. Sulla base degli studi precedentemente svolti, lo stesso Chopra cerca di investigare più nel dettaglio quali siano gli effetti della comprimibilità dell’acqua ed ancora di più cosa comporti mettere in conto la deformabilità del corpo diga e quindi la sua interazione con il serbatoio di monte.  
3.6.1 Diga rigida ed acqua comprimibile 
3.6.1.1 Ipotesi di base 
- Diga rigida; 
- liquido comprimibile; 
- viscosità trascurabile; 
- sbarramento con paramento a monte verticale; 
- accelerazioni sismiche orizzontali (perpendicolari alla diga) di legge üg(t) =  eiωt; - moto piano; - piccoli spostamenti sia orizzontali che verticali delle particelle liquide; - effetto delle onde di superficie trascurabile; - quota del pelo libero costante; - serbatoio infinitamente lungo verso monte.  
3.6.1.2 Equazioni di base del problema Il movimento delle particelle d’acqua è governato dall’equazione dell’onda di pressione di D’Alembert  
∂2ϕ
∂x2 + ∂2ϕ∂y2 + ∂2ϕ∂z2 = wgk ∂2ϕ∂t2                                                              (3.50)  nella quale ϕ(x, y, t) è la funzione potenziale di velocità è correlata al campo di velocità ed alla pressione tramite le seguenti relazioni:  
∂ux
∂t = −∂ϕ∂x                                                                                 (3.51) 
∂uy
∂t = −∂ϕ∂y                                                                                 (3.52)  p = wg ∂ϕ∂t                                                                                   (3.53) 
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w
 la velocità del suono nell’acqua.  
3.6.1.3 Impostazione del problema e condizioni al contorno Le condizioni al contorno che governano il problema sono  
∂ϕ
∂y (x, 0, t) = 0                                                                            (3.54)  
∂ϕ
∂t (x, H, t) = 0                                                                           (3.55)  
−
∂
∂t �∂ϕ∂x� (0, y, t) = üg(t)                                                                 (3.56)  dove üg(t) = è la componente dell’accelerazione del terreno lungo l’asse x. Considerando il serbatoio in quiete quando il movimento sismico sopraggiunge, le condizioni iniziali sono  
ϕ(x, y, 0) = 0                                                                              (3.57)  
∂ϕ
∂t (x, y, 0) = 0                                                                            (3.58)  
3.6.1.4 Soluzione Ponendo üg(t) =  eiωt la soluzione della equazione (3.3) fornisce un valore della pressione idrodinamica del tipo:  px(x, y, t) = Hpx(x, y,ω)eiωt                                                               (3.59)  in cui Hpx(x, y,ω) = 4wπg � (−1)n−1(2n − 1)�λn2 − ω2c2 e
�−x�λn
2−
ω2
c2
� cos(λny) ∞
n=1
              (3.60) 
 nella quale λn = (2n − 1)π/2H. Le frequenze naturali ωn del serbatoio sono date dalla condizione λnc  e sono 
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ωn = (2n − 1)πc2H = 2πTn  ; n = 1,2,3 …                                                      (3.61)  L’equazione ricavata da Chopra, riportata con la stessa terminologia utilizzata da Westergaard è  px(0, y, t)
= − 4αw
π
 
⎣
⎢
⎢
⎡sin(ωt)� (−1)n−1(2n − 1)�λn2 − ω2c2  cos(λny)
 ∞
n=1
+ cos (ωt) � (−1)n−1(2n − 1)�λn2 − ω2c2  cos(λny)
 ∞
n=n1 ⎦
⎥
⎥
⎤                                                          (3.63) 
 nella quale n1 = miniimo valore di n tale che λn2 > ω2c2 .   Le due equazioni sono identiche se n1 = 1, cioè, λ12 > ω2/c2 o ω < ω1, poiché il termine comprendente sin(ωt) sparisce.  Chiaramente, per ω > ω1 il termine con sin(ωt) non sparisce e rappresenta la parte di risposta la quale è fuori fase se comparata con l’eccitazione. In tale caso, la pressione idrodinamica non può essere rappresentata da effetti inerziali o masse addizionali che si muovono con la diga.  
3.6.1.5 Pressioni idrodinamiche ad un moto arbitrario del terreno. La pressione idrodinamica sulla diga generata da una accelerazione del terreno üg(t) può essere ottenuta dalla risposta all’impulso unitario tramite la sovrapposizione dell’integrale di convoluzione.  px(0, y, t) = 4wc
πg � (−1)n−1(2n − 1)  cos(λny)� üg(τ)t0  J0 [λn c (t ∞n=1
− τ)]dτ                                                                               (3.64)  
3.6.1.6 Diga deformabile ed acqua comprimibile: Problema 1 Nei successivi studi Chopra cerca di combinare gli effetti legati alla comprimibilità dell’acqua valutati nel caso diga rigida, con quelli che si ottengono considerando il corpo deformabile, valutando l’importanza di questa interazione durante un’eccitazione sismica. 
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ψ(y, t).  Noi siamo interessati alla determinazione delle pressioni idrodinamiche considerando ψ1(y, t) come forzante del serbatoio. La risposta della diga ψ1(y, t) è data dalla somma delle risposte dei suoi modi normali. Inoltre, poiché è noto, che il movimento del terreno tende ad eccitare le strutture nelle quali il modo di vibrare fondamentale  predomina, possiamo limitarci a considerare la prima deformata modale.  
Ipotesi di base 
- Diga deformabile; 
- liquido comprimibile; 
- viscosità trascurabile; 
- sbarramento con paramento a monte verticale; 
- accelerazioni sismiche normali al paramento di monte; - moto piano; - piccoli spostamenti sia orizzontali che verticali delle particelle liquide; - effetto delle onde di superficie trascurabile; - quota del pelo libero costante; - serbatoio infinitamente lungo verso monte.  
Equazioni di base del problema. Il movimento delle particelle d’acqua è governato dall’equazione dell’onda di pressione di D’Alembert  
∂2ϕ
∂x2 + ∂2ϕ∂y2 + ∂2ϕ∂z2 = wgk ∂2ϕ∂t2                                                              (3.65)  Inoltre, la seguente equazione ci consente di mettere in conto gli effetti della deformabilità del corpo diga  
ψ1(y, t) = Y(t) ξ(y)                                                                          (3.66)  dove Y(t) rappresenta la coordinata generalizzata per il modo fondamentale e 
ξ(y) è la forma della sua deformata. Consideriamo una sezione trasversale della diga di altezza hs avente il paramento di monte verticale e una distribuzione di massa lungo l’altezza m(y). Conoscendo le proprietà del materiale (modulo elastico e modulo di poisson) e la frequenza fondamentale, la forma modale della struttura può essere determinata attraverso il metodo agli elementi finiti. Sia ωs la pulsazione    Capitolo 3 – Evoluzione delle teorie per il calcolo della pressione idrodinamica                    195 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  fondamentale della diga e ξ(y) la componente orizzontale degli spostamenti modali del paramento di monte. L’equazione che governa il movimento della diga nel modo fondamentale è  Ÿ(t) + 2ξsωsẎ(t) + ωsY(t) = − ∫ m(y)ξ(y)dyHs0
∫ m(y)ξ2(y)dyHs0 üg(t)                                    (3.67)  
 
Figura 3.6 - sistema di spostamenti prodotti dal moto del terreno e dalla deformata del corpo 
diga 
 
Impostazione del problema e condizioni al contorno Nel nostro caso imponiamo le condizioni al contorno già espresse dalle (3.54), (3.55), (3.56) e le condizioni al iniziali (3.57), (3.58) al tempo t = 0.  
Soluzione In particolare siamo interessati alla soluzione quando  a) a(y, t) = üg(t); b) a(y, t) = Ÿ(t) ξ(y).  
− Caso (a) Poniamo nelle condizioni al contorno üg(t) = 1 ∙ eiωt. Otteniamo quindi a(y, t) = 1 ∙ eiωt.  La pressione sul paramento di monte della diga può essere espressa  p1(y, t) = Hp1(y,ω)eiωt                                                                    (3.68) in cui Hp1(y,ω) = 4wπg � (−1)n−1(2n − 1)�λn2 − ω2c2  cos(λny)
 ∞
n=1
                                            (3.69) 
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− Caso (b) Poniamo Ÿ(t) = 1 ∙ eiωt. Otteniamo quindi a(y, t) = ξ(y)eiωt.  La pressione idrodinamica sul paramento di monte può essere espressa in maniera analoga dalla  p2(y, t) = Hp2(y,ω)eiωt                                                             (3.70) in cui  Hp2(y,ω) = 2wgH �∫ ξ(y)cosh0 (λny)dy
�λn
2 −
ω2c2  cos(λny)
 ∞
n=1
                                     (3.71) 
 e [p1(t) + p2(t)] rappresenta le pressione idrodinamica che si genera nel caso di interazione diga serbatoio.  In questo modo vengono ricavati separatamente i due contributi:  a)  il primo dovuto al solo effetto dell’acqua agente sul corpo rigido soggetto al moto sismico ug(t) (3.56); b)  il secondo dovuto esclusivamente agli spostamenti trasversali generati dalla deformata del primo modo di vibrare Y(t)ξ(y) (3.58).  Questa trattazione permette di aumentare il livello di accuratezza dei risultati 
ottenuti rispetto al caso in cui la deformabilità della diga viene trascurata; tuttavia ricavare le risposte dei due sistemi considerati disaccoppiati e successivamente sommarle può fornire risultati approssimati.  
3.6.1.7 Diga deformabile ed acqua comprimibile: Problema 2 In seguito Chopra cerca di raffinare ulteriormente i risultati ottenuti dagli studi precedenti. In particolare cerca di ottenere la risposta completa al moto del terreno non più sommando gli effetti di due sistemi separati, ma attraverso un unico sistema, le cui proprietà dipendono sia dalle proprietà del corpo diga che del serbatoio, soggetto allo stesso moto sismico.  
Ipotesi di base Le ipotesi alla base sono le stesse considerate nel problema 1. 
Equazioni di base del problema Il movimento delle particelle d’acqua è governato dall’equazione dell’onda di pressione di D’Alembert  
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∂2ϕ
∂x2 + ∂2ϕ∂y2 + ∂2ϕ∂z2 = wgk ∂2ϕ∂t2                                                                (3.72)  Inoltre, la seguente equazione ci consente di mettere in conto gli effetti della deformabilità del corpo diga. Consideriamo una deformata del corpo diga del tipo  
ψ1(y, t) = Yc(t) ξ(y)                                                                       (3.73)  dove Yc(t) rappresenta la coordinata generalizzata per il modo fondamentale e 
ξ(y) è la forma della sua deformata. Le equazioni che governano il movimento della diga nel suo modo fondamentale di vibrare possono essere scritte come  Ÿc(t) + 2 ξsωsẎc(t) + ωs2Yc(t) = Pc∗M∗                                                       (3.74)  nella quale  Pc∗ = −üg(t)� m(y) ξ(y)dyhs
0
− � pc(y, t)ξ(y)dyh
0
                                       (3.75a)  M∗ = � m(y) ξ(y)2 dyhs
0
                                                                  (3.75b)  e m(y) è la distribuzione di massa del corpo diga; ωs la pulsazione naturale della 
diga; ξs lo smorzamento viscoso. 
 
Figura 3.7 - sistema di spostamenti prodotti dal moto del terreno e dalla deformata del corpo 
diga 
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Impostazione del problema e condizioni al contorno L’accelerazione orizzontale totale agente sulla faccia di monte della diga è  ü(y, t) = üg(t) + Ÿc(t) ξ(y)                                                                (3.76)  Consideriamo ora l’eccitazione del sistema diga-serbatoio come un’accelerazione del terreno di tipo armonico, cioè üg(t) =  eiωt, quindi l’equazione sopra diventa  ü(y, t) = eiωt + HŸc(ω) ξ(y) eiωt                                                          (3.77)  Nel nostro caso imponiamo le condizioni al contorno già espresse dalle (3.54), (3.55), (3.56) e le condizioni al iniziali (3.57), (3.58) al tempo t = 0.  
Soluzione La pressione idrodinamica pc(y, t) agente sul paramento di monte della diga in seguito alla vibrazione del sistema accoppiato diga-serbatoio soggetto alla forzante üg(t) = eiωt è della forma  pc(y, t) =  Hpc(y,ω)eiωt                                                                   (3.77)   in cui Hpc(y,ω) rappresenta la risposta in frequenza complessa e può essere espressa come  Hpc(y,ω) = Hp1(y,ω) + HŸc(ω) Hp2(y,ω)                                                    (3.78)   in cui la risposta in frequenza complessa Hpm(y,ω) sono date da  Hpm(y,ω) = 2wgh � Imn
�λn
2 −
ω2c2  cos(λny)
 ∞
n=1
       m = 1,2                                     (3.79) 
 con  Imn = � fm(y)cos(λny)dyH
0
;      f1(y) = 1, f2(y) =  ξ(y)                              (3.80)        e HŸc  data dalla seguente relazione  
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+ 16
π3
w
ρ
�
hhs�2 �∑
I2nI1n  1(2n − 1)2�(2n − 1)2 − Ω2  − i∑ I2nI1n  1(2n − 1)2�Ω2 − (2n − 1)2 n1−1n=1  ∞n=n1 �
α(a2 + 2a + 2)60 �−1 + 2iξs �ωsω � + �ωsω �2�
−
16
π3
w
ρ
�
hhs�2 �� �I2nI1n�2  1(2n − 1)2�(2n − 1)2 − Ω2   ∞n=n1 
− i � �I2nI1n�2  1(2n − 1)2�Ω2−(2n − 1)2 n1−1n=1 �                                                                (3.81)  nella quale Ωr = ω1/ωs e ωs/ω =  1/Ω Ωr e  I2nI1n = hhs �a + hhs (1 − a) − (−1)n−12a(2n − 1)π
− 8 hhs (1 − a)(2n − 1)2π2�                                        (3.82)  L’equazione (3.81) è valida per Ω ≠ 2n − 1.                   
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Capitolo 4.  La modellazione numerica dell’interazione bacino-
struttura  Presa visione delle teorie che stanno alla base delle più diffuse formulazioni consigliate nelle varie normative e linee guida in ambito internazionale ai fini della valutazione della spinta idrodinamica, si intende cercare di riprodurre i valori ottenuti dalle suddette formule attraverso una analisi numerica con software di calcolo commerciale per saggiarne eventuali limiti e margini di attendibilità.  Si procede quindi con la riproduzione delle condizioni ipotizzate negli studi teorici (diga rigida, piccoli spostamenti, moto piano) in un caso fittizio, per poi applicarle a due casi reali di dighe realmente esistenti, così da verificare l’applicabilità reale dei metodi consigliati.  
4.1 Il software di calcolo La scelta del software di calcolo commerciale da utilizzare ai nostri scopi è ricaduta sul programma Comsol Multiphysics, che offre la possibilità di modellare fenomeni di natura fisica differente e soprattutto ha come punto di forza l’accoppiamento di questi in modo automatico, generando una risposta che tenga di conto dell’interazione tra i fenomeni in gioco. Infatti il software contiene un modulo di analisi e modellazione dei fenomeni di natura acustica (Acoutics Module), che comprende vari pacchetti, tra i quali i più interessanti per i nostri scopi sono quello Pressure Acoustics, che permette l’analisi dello stato di pressione dovuto alla diffusione di onde acustiche in un fluido, e quello Acoustic-Structure Interaction, il quale invece permette sia di risolvere il campo acustico di pressione che quello solido di spostamento, generati da una perturbazione indotta sul sistema stesso, e fornisce una soluzione aggiornata dei due campi tenendo conto di quanto la soluzione di uno influenzi l’altro attraverso un aggiornamento iterativo delle stesse. Passiamo quindi ad analizzare più nel dettaglio come funzionino i moduli citati.  
4.1.1 Modulo Pressure Acoustics Il ramo Pressure Acoustics di Comsol Multiphysics [1] contiene varie interfacce fisiche attraverso le quali il campo sonoro è descritto e risolto per mezzo della sola variabile pressione. Essa rappresenta le variazioni acustiche rispetto alla pressione stazionaria dell’ambiente, cioè rispetto al valore assoluto e stazionario di pressione che si ha nel sistema in assenza di perturbazioni. Di 
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− l’interfaccia Pressure Acoustics, Frequency Domain, che risolve il problema nel campo delle frequenze attraverso la risoluzione dell’equazione di Helmholtz, una particolare formulazione dell’equazione 
dell’onda; 
− l’interfaccia Pressure Acoustics, Transient, che invece risolve il problema acustico nel dominio del tempo attraverso la formulazione classica dell’equazione dell’onda, quella di D’Alembert.  È inoltre disponibile un’ampia scelta di condizioni al bordo, da condizioni di superficie riflettente al suono, assorbente o dotata di impedenza, a condizioni di irradiamento del suono, di simmetria o di periodicità del dominio, fino a condizioni per la modellazione delle fonti sonore.  
4.1.1.1 Le equazioni risolte dal modulo Pressure Acoustics I problemi di risoluzione di un campo di pressione generato da fenomeni di natura acustica consistono nella determinazione del campo di pressione p considerando però che la pressione subisce piccole variazioni rispetto al valore di riferimento p0 della pressione stazionaria. Dal punto di vista matematico questo assunto rappresenta, in virtù della contenuta variazione i p, una linearizzazione delle variabili dipendenti attorno ai loro valori stazionari.  Le equazioni che governano il problema di flusso di un fluido comprimibile e privo di perdite (cioè privo di viscosità e non soggetto a fenomeni di trasferimento di calore) sono l’equazione di conservazione del momento (equazione di Eulero) e l’equazione di continuità o di conservazione della massa, già riportate nel capitolo 1 e delle quali ricordiamo di seguito la formulazione:  
⎩
⎨
⎧
du�⃗dt + (u�⃗ ∙ ∇)u�⃗ = −1ρ ∇p
∂ρ
∂t + ∇ ∙ (ρu�⃗ ) = 0           (4.1)  nelle quali il significato dei termini che compaiono è noto. Nella formulazione acustica classica qualsiasi processo termodinamico è assunto come reversibile ed adiabatico, cioè isoentropico.  
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�
p = p0 + p′
ρ = ρ0 + ρ′u�⃗ = 0�⃗ + u′���⃗      con     �p′ ≪ p0ρ′ ≪ ρ0           (4.2)  Inserendo queste condizioni nelle relazioni che governano il problema (4.1) e considerando soltanto i termini lineari delle variabili che compaiono in esse si ottiene:  
⎩
⎪
⎨
⎪
⎧ du′���⃗dt = − 1ρ ∇p′
∂ρ′
∂t + ρ0(∇u′���⃗ ) = 0          (4.3)  
Una delle variabili dipendenti, la densità ρ, può essere eliminata dalla formulazione precedente esprimendola in termini di pressione e bloccando l’espansione in serie di Taylor della relazione seguente al primo ordine, cioè al termine lineare:  
ρ′ = ∂ρ0
∂p �s p′ = 1cs2 p′          (4.4)  in cui cs è la velocità del suono isoentropica ad entropia s costante. Dalla condizione (4.4) si può quindi ricavare una utile espressione che fornisce una condizione da tenere in considerazione nella risoluzione di un problema acustico linearizzato:  |p′| ≪ p0cs2          (4.5)  Esprimendo infine l’equazione di continuità (4.3-2) considerando l’espressione (4.4) e mantenendo solo i termini lineari si ricava l’equazione dell’onda in un 
mezzo privo di perdite nella sua formulazione più generale:  1
ρcs2 ∂2p∂t2 + ∇ ∙ �− 1ρ (∇p − qd����⃗ )� = Qm         (4.6) in cui: 
− ρ è la densità del fluido; 
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− c è la velocità di propagazione del suono in esso; 
− qd����⃗  è un termine che si riferisce ad eventuali sorgenti sonore di tipo 
dipolo; 
− Qm si riferisce ad eventuali sorgenti sonore di tipo monopolo;  Si nota subito che nelle modellazioni che verranno proposte di seguito i termini qd����⃗  e Qm saranno sempre nulli, ottenendo così la formulazione classica dell’equazione dell’onda di D’Alembert già fornita nel capitolo 1:  1
ρcs2 ∂2p∂t2 + ∇ ∙ �− 1ρ (∇p)� = 0         (4.6bis)  Si osserva infine che il termine ρcs2 che compare nella (4.6) viene anche definito come modulo di comprimibilità adiabatico, generalmente indicato con K, che 
corrisponde all’inverso del modulo di comprimibilità del fluido, cioè κ = 1/K. Nell’equazione (4.6) i termini velocità del suono c = c(x�⃗ ) e ρ = ρ(x�⃗ ) possono dipendere dalla coordinata spaziale x�⃗ , ma sono generalmente indipendenti dal tempo o variano lentamente al variare di esso.  Un caso particolare molto importante da enunciare onda sonora con variazione armonica nel tempo, per il quale la pressione segue la seguente legge di variazione nel tempo:  p(x�⃗ , t) = p(x�⃗ )eiωt         (4.7) in cui: 
− ω = 2πf [rad/s] è la frequenza angolare; 
− f [Hz] è la frequenza.  Ipotizzando che i termini relativi alle sorgenti abbiano la stessa dipendenza dal tempo, l’equazione dell’onda si riduce all’equazione non omogenea di 
Helmholtz:  
∇�−
1
ρ
(∇p − qd����⃗ )� − ω2pρccc2 = Qm          (4.8)  in cui il pedice c apposto alle quantità densità e velocità del suono indica che esse potrebbe anche assumere valore complesso. È il caso tipico di mezzi caratterizzati da perdite, come i materiali porosi o i fluidi altamente viscosi, i quali possono essere modellati interpellando valori complessi delle quantità suddette.  
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Pressure Acoustics, Transient.  Un modo per modellare fenomeni di smorzamento nel dominio del tempo è quello di aggiungere un termine dato dal prodotto di un coefficiente numerico per la derivata prima temporale della pressione, in modo da tenere di conto dell’attenuazione delle onde sonore come segue:  1
ρcs2 ∂2p∂t2 − da ∂p∂t + ∇ ∙ �−1ρ (∇p − qd����⃗ )� = Qm          (4.10)  in cui da è il termine di smorzamento, che corrisponde ad una sorgente monopolo proporzionale alla derivata temporale della pressione e che non compare comunque nella formulazione generale dell’equazione dell’onda risolta di default dal software nel dominio del tempo.  Anche quando il fenomeno di propagazione delle onde avviene in un mezzo privo di perdite, si possono comunque avere delle attenuazioni nella propagazione delle onde dovute all’interazione con i bordi del dominio modellato: tale fenomeno riguarda in particolare i bordi modellati attraverso condizioni di impedenza.  
4.1.2 Modulo Acoustic-Structure Interaction 
4.1.2.1 Equazioni risolte dal modulo Acoustic-Structure Interaction Il modulo Acoustic-structure Interaction è un ramo del software Comsol Multiphysics che permette di modellare fenomeni nei quali la pressione del fluido, trattato come dominio acustico, genera un carico agente sul dominio solido e, viceversa, l’accelerazione del dominio solido influenza lo stato del 
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Acoustics e Solid Mechanics e può essere utilizzato sia nel dominio delle frequenze, nel quale l’equazione risolta per il dominio acustico sarà quella dell’onda nella formulazione di Helmhotz, che nel dominio del tempo, in cui sarà invece risolta la classica equazione di D’Alembert.  Il vantaggio di utilizzare il modulo di interazione sta nel fatto che il software riconosce automaticamente la zona della geometria modellata che assume la funzione di interfaccia tra i due domini di natura differente e per essa introduce una condizione al bordo specifica di default, chiamata Acoustic-Structure 
Boundary.  Tale condizione al bordo valuta i carichi provenienti dal fluido e le accelerazioni dovute al solido e permette di aggiornare continuamente la soluzione dei due domini, considerando l’influenza che la soluzione di uno ha sull’altro, finché non viene raggiunta una convergenza nel meccanismo numerico iterativo di soluzione.   Le equazioni che vengono imposte e risolte dal software su questo contorno sono:  
− una equazione che identifica la pressione del fluido in corrispondenza dell’interfaccia col solido come un carico-pressione (forza per unità di superficie), descrivendo perciò come il fluido interagisce col solido:  
𝐅𝐅𝐜𝐜����⃗ = −𝐧𝐧𝐜𝐜          (4.11)  
− una seconda equazione che definisce la misura in cui il solido interagisce a sua volta con il fluido, trasformando la derivata seconda del campo di spostamento del dominio solido in corrispondenza dell’interfaccia solido-fluido in una accelerazione normale, che influenzerà la pressione del fluido:  
𝐚𝐚𝐧𝐧 = 𝐧𝐧 ∙ 𝐮𝐮𝛛𝛛𝛛𝛛          (4.12)  Generalmente il riconoscimento del bordo che assume la funzione di interfaccia è automatica da parte del software e nessun altro bordo può essere aggiunto nel ramo dedicato a questa condizione al bordo per il modello.  
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4.1.3 Indicazioni per la creazione della mesh Risolvendo problemi di acustica la modellazione può coinvolgere scale temporali o dimensionali differenti nella schematizzazione del fenomeno che si vuole risolvere numericamente. Alcune di queste scale sono, appunto, imposte dalla fisica del problema, altre invece sono introdotte dal metodo numerico che viene impiegato dal software per la risoluzione del modello. La dimensione che queste scale hanno relativamente tra loro può influenzare l’accuratezza e la precisione della soluzione stessa. In campo acustico, nel dominio delle frequenze la frequenza f impone una sola scala temporale data da T = 1/f, mentre coesistono più scale dimensionali: quella dettata dalla lunghezza 
d’onda λ = c/f, quella dovuta alla minima dimensione geometrica del modello Lmin, alla dimensione della mesh h ed, eventualmente, allo spessore dello strato 
limite acustico δ.  Per ottenere una soluzione che sia sufficientemente precisa la mesh dovrà essere fitta abbastanza da poter cogliere e, di conseguenza, risolvere tutte le caratteristiche geometriche principali del modello e la lunghezza d’onda λ. È quindi buona regola imporre per la mesh una dimensione massima degli 
elementi che sia tale da cogliere la lunghezza d’onda con almeno 5 elementi:  hmax ≤ λN = cf ∙ N          (4.13) in cui: 
− hmax è la dimensione massima degli elementi della mesh; 
− λ = c/f è la lunghezza d’onda caratteristica del fenomeno modellato; 
− f è la frequenza di lavoro del sistema; 
− N è un numero interno compreso tra 5 e 10 e definisce il numero di elementi che devono modellare la singola lunghezza d’onda.  In problemi di natura transitoria, cioè risolti nel dominio del tempo, la relazione (4.13) è valida, ma coesistono anche diverse scale temporali, legate ad esempio al contenuto in frequenza del segnale, alla massima risoluzione in frequenza desiderata T = 1/fmax e alla dimensione del passo Δt utilizzato nell’analisi step-by-step da parte del solutore numerico. 
Proprio in relazione a questa ultima scala, regolata dal valore di Δt, si può mettere in relazione il passo dell’analisi con la dimensione minima degli elementi della mesh hmin attraverso la definizione del CFL Number (Courant-
Friedrichs-Lewy Number):  CFL = c ∙ ∆thmin ≅ 0,20      (4.14)      parametro che deve valere circa 0,20, permettendo di regolare hmin con Δt.    Capitolo 4 – La modellazione numerica dell’interazione bacino-struttura                                     215 
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4.2 La validazione della modellazione numerica La scelta del software di calcolo numerico deve essere convalidata dal confronto tra dei risultati ricavati attraverso di esso, cioè per via numerica, con altri risultati ricavabili analiticamente tramite le relazioni note ed esposte al precedente capitolo 3. Per raggiungere questo scopo si è studiato il fenomeno della propagazione delle onde di pressione in un mezzo fluido il cui stato di quiete viene perturbato dal movimento di uno sbarramento rigido, eccitato alla base da una accelerazione variabile nel tempo con legge sinusoidale. Secondo queste ipotesi, si riproduce così il classico caso presente in letteratura nelle fondamentali pubblicazioni di Westergaard [2] e Zangar [3] e, attraverso una analisi time-history, si confrontano quindi i risultati ottenuti numericamente ed analiticamente in termini di pressioni idrodinamiche che nascono sul paramento di monte dello sbarramento a seguito del moto sinusoidale sismico.  
4.2.1 Il modello Si è scelto di studiare come caso fittizio per il confronto e la validazione dei risultati numerici con quelli analitici uno sbarramento rigido alto 20 m (lo spessore è ininfluente), con alle spalle un invaso d’acqua che raggiunge quota 17  m. Il bacino viene troncato in lunghezza verso monte a 50 m: tale scelta è legata al fatto che, da dati di letteratura [2], si riscontra l’ininfluenza delle aree del bacino poste ad una distanza dal corpo diga pari ad almeno 3 volte l’altezza del corpo diga stesso sul regime delle pressioni nel fluido stesso. Al variare della lunghezza del bacino nel modello, si è comunque constatata l’ininfluenza di questo parametro sul campo delle pressioni. La geometria quindi è molto semplice e realizzata con un modello 2D, visto che le formule con le quali verrà valutata anche analiticamente la pressione idrodinamica sono tutte ricavate da modelli del genere. Nella figura seguente è riportata la geometria appena descritta. Per rendere il modello il più rispondente possibile alla realtà fisica del fenomeno sono state impostate le seguenti condizioni al bordo:  
− una condizione del tipo Sound Hard Boundary (Wall) è stata scelta per il bordo inferiore del dominio fluido, il quale schematizza il fondale del bacino. Si tratta della condizione che il software assegna di default a tutti i bordi, ma essa si adatta al caso in esame solo per quello al quale è stata assegnata.  Tale condizione prescrive che la componente normale dell’accelerazione rispetto al bordo stesso sia nulla, assegnando quindi la non penetrabilità 
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Figura 4.1 - Geometria del modello per la validazione del software  
−n ∙ �− 1
ρ
(∇p − qd����⃗ )� = 0 → se �ρ0 = costqn����⃗ = 0   →   𝛛𝛛𝐜𝐜𝛛𝛛𝐧𝐧 = 𝟎𝟎          (4.15) Ciò equivale quindi a dire che la derivata della pressione in direzione normale al bordo è nulla e si addice alla natura fisica del fondale del 
bacino, che deve essere riflettente alle onde acustiche;  
− una condizione del tipo Sound Soft Boundary sul bordo superiore del dominio fluido, che schematizza il pelo libero. Essa definisce un bordo sul quale la pressione vale  p = 0          (4.16)  e costituisce la più adeguata approssimazione per descrivere un’interfaccia fluido-gas, come è il pelo libero del bacino;  
− una condizione del tipo Plane Wave Radiation per la sezione in corrispondenza della quale il dominio fluido viene troncato. Si tratta appunto di una condizione che permette di schematizzare una superficie o un bordo come radiante rispetto ad un’onda piana incidente, cioè come penetrabile da parte dell’onda stessa, minimizzando la riflessione dell’onda in allontanamento quando il suo angolo di incidenza col piano 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  L’interfaccia tra i due domini, quello acustico e quello solido, è stata modellata a mano imponendo sul dominio fluido che l’accelerazione del dominio solido fosse interpretata come una accelerazione normale per il dominio fluido stesso. In questo modo è stato possibile trasmettere il moto dello sbarramento rigido al fluido come causa della variazione del campo di pressione.  Per quanto riguarda la mesh si è scelta una mesh strutturata mappana, ovvero una mesh di quadrilateri regolari. Si è fissato il numero di elementi della mesh per ogni bordo del dominio, fino ad ottenere una meshatura piana regolare di quadrilateri di lato 1 m.  Si tratta di una tecnica di meshatura non pesante per la risoluzione numerica del modello, ma che al contempo consente di raggiungere risultati soddisfacenti dal punto di vista del grado di approssimazione numerico. La geometria meshata è riprodotta nella seguente figura:  
 
Figura 4.2 - Mesh del modello per la validazione del software Per quanto riguarda la forzante in input inserita nel modello per simulare il moto sismico, si è andati ad imporre al bordo inferiore del dominio solido una legge di accelerazione con andamento sinusoidale nel tempo del tipo:  a(t) = amax sin �2πtT � = αg sin �2πtT �           (4.17) in cui: 
− amax = αg è pari all’ampiezza del moto sismico, con α coefficiente sismico, 
posto pari a 0,50; 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Con la (4.17) si è riprodotto in tutto la legge sinusoidale che in [2] e [3] schematizza l’azione sismica: infatti, gli studi di Zangar e Westergaard utilizzano una forzante sinusoidale con periodo unitario, supponendo che il sisma non abbia mai un periodo inferiore a tale valore e che questo sia sempre ben superiore al periodo corrispondente al primo modo di vibrare della struttura, escludendo quindi a priori possibili fenomeni di risonanza nel sistema.  
4.2.2 Computazione dei risultati numerici Il modello è stato computato, sotto la forzante in input descritta alla (4.17), attraverso una analisi time-history nell’ambito del modulo Pressure Acoustics, 
Transient, visto che la presenza del solido rigido non imponeva la necessità di effettuare l’analisi anche attraverso il modulo dedicato alla meccanica dei solidi. L’analisi è stata eseguita per un intervallo da 0s a 5s, con step temporale Δt di 0,05s. In output si è andati a plottare la distribuzione delle pressioni (relative) nel dominio fluido: queste pressioni, che rappresentano la variazione di pressione rispetto al valore di riferimento della pressione stazionaria, cioè la pressione idrostatica, costituiscono l’effettivo valore della pressione idrodinamica al quale il dominio fluido è soggetto a causa della perturbazione indotta dalla forzante armonica. Considerando che la legge sinusoidale dell’accelerazione presenterà valore massimo pari alla propria ampiezza quando si massimizzerà il valore della funzione sinusoidale, il picco di accelerazione in input si avrà al primo quarto di periodo, T/4, in corrispondenza del quale l’argomento della funzione seno vale 
π/2 e la funzione stessa assume valore massimo. Perciò si è andati a plottare il campo di pressione all’istante t = 0,25s (poiché T=1s), quando cioè nel dominio fluido si manifesteranno i valori più elevati di pressione idrodinamica. Non c’è infatti sfasamento tra l’andamento delle pressioni idrodinamiche nel tempo e quello della forzante che le genera perché nel modello non sono incluse fonti di smorzamento. Nella figura seguente è raffigurato il campo di pressione nel dominio fluido all’instante t = 0,25s. Il valore massimo della pressione si presenta al piede del paramento di monte dello sbarramento e ha il valore di  pmax = 61929,25 Pa  mentre il valore totale della pressione risulta pari a   pTOT = 7,695 · 105 N 
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Figura 4.3 - Andamento del campo delle pressioni La distribuzione delle pressioni idrodinamiche massime, sempre in corrispondenza del paramento di monte e all’instante di ampiezza massima della forzante t = 0,25 s, è la seguente.  
 
Figura 4.4 - Distribuzione della pressione idrodinamica sul paramento di monte dello 
sbarramento rigido 
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4.2.3 Confronto con i valori analitici Il confronto dei valori ottenuti dalla soluzione numerica del modello viene eseguito rispetto alle principali teorie e formulazioni consigliate nelle normative in campo internazionale per la valutazione della pressione idrodinamica, cioè con i risultati ottenibili con le formule proposte da Westergaard [2] e da Zangar [3]. Si ricordano brevemente queste formulazioni, con le loro ipotesi di base, e si associa ad esse il risultato della valutazione numerica per il problema in esame. 
4.2.3.1 Teoria di Westergaard Ipotesi: 
− diga rigida e con paramento di monte verticale; 
− fluido comprimibile; 
− accelerazioni sismiche orizzontali (perpendicolari alla diga) di legge 
sinusoidale; 
− moto piano; 
− piccoli spostamenti sia orizzontali che verticali delle particelle liquide; 
− serbatoio infinitamente lungo verso monte.  La pressione idrodinamica viene valutata con la formula (approssimata) (3.27), che ricordiamo di seguito:  p = 898 daNm−3 α�hy
�1 − 0,72 � h sec.305 T m�2  
 
Figura 4.5 - Distribuzione analitica della pressione idrodinamica secondo la formulazione di 
Westergaard 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Dal grafico precedente si può riscontrare l’analoga distribuzione curvilinea delle pressioni idrodinamiche sul paramento di monte, che qui ha l’andamento di una parabola. Il valore massimo, riscontrato anche in questo caso al piede del paramento di monte dello sbarramento, vale  pmax = 76415,51 Pa  mentre il valore totale della pressione risulta pari a   pTOT = 8,647 · 105 N  
4.2.3.2 Teoria di Zangar Ipotesi: 
− diga rigida; 
− fluido incomprimibile; 
− moto piano; 
− livello del pelo libero del bacino costante; 
− piccoli spostamenti; 
− moto sinusoidale.  La pressione idrodinamica viene valutata con la formula (3.45), che ricordiamo di seguito:  p = 12αwh Cm �yh �2 − yh� + �yh �2 − yh��  Dal grafico successivo si riscontra ancora una analogia nella distribuzione curvilinea delle pressioni idrodinamiche sul paramento di monte sia con la valutazione numerica, che con quella mediante la formula di Westergaard. Il valore massimo viene riscontrato anche in questo caso al piede del paramento di monte dello sbarramento e vale  pmax = 61804,96 Pa  mentre il valore totale della pressione risulta pari a   pTOT = 7,620 · 105 N 
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Figura 4.6 - Distribuzione analitica della pressione idrodinamica secondo la formulazione di 
Zangar  
4.2.3.3 Conclusioni Dai risultati ottenuti con le due formulazioni teoriche e con la modellazione analitica si riscontrano analoghi valori della pressione idrodinamica massima, i quali si manifestano sempre al piede del paramento di monte dello sbarramento, ed anche andamenti delle stesse pressioni confrontabili lungo l’ordinata del paramento stesso. In particolare, per quanto riguarda i valori numerici massimi e totali della pressione, c’è molta concordanza tra i valori proposti dalla formula di Zangar e quelli dedotti dalla modellazione numerica, fatto che convalida quest’ultima. I valori ottenuti con la formula di Westergaard sono superiori agli altri in virtù del fatto che la formulazione dal quale è stato ricavato è approssimata a favore di sicurezza rispetto al risultato analitico rigoroso della teoria stessa. Si è scelto comunque di effettuare il confronto con i valori ottenuti dalla formula (3.27) perché si tratta della formula spesso ricordata nelle normative e nelle linee guida a livello internazionale. È necessario notare, però, che tale teoria è più spesso consigliata non tanto per valutare direttamente le pressioni idrodinamiche come azione statica ed utilizzarle quindi per una modellazione pseudostatica della struttura, quanto per ricavare una distribuzione di massa fluida partecipante al moto della struttura in fase di sisma ed eseguire quindi delle analisi di tipo modale o time-history.  
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4.3 Il caso studio 1 Una volta appurato che il procedimento di modellazione è validato dal calcolo analitico, si passa all’analisi di un primo caso reale, quello di una diga esistente, ubicata in Garfagnana. L’obiettivo è quello di modellare il corpo diga ed il bacino con un modello 2D semplificato, strutturato come quello del caso pilota precedente, ma studiando stavolta lo svilupparsi di pressioni idrodinamiche in presenza di una forzante con andamento sinusoidale nel tempo tenendo in considerazione anche la deformabilità della diga. Si vuole quindi simulare l’interazione tra il corpo diga ed il bacino e vedere come e se questo influisce sul valore computato della pressione idrodinamica. Saranno poi eseguiti studi parametrici al variare del periodo della forzante, della quota d’invaso del bacino e del modulo elastico della struttura per saggiare i limiti delle teorie classiche sulla pressione idrodinamica, le quali escludono sempre a priori la possibilità che si presentino fenomeni di risonanza, dovuti all’avvicinarsi del periodo della forzante sismica a quello della struttura o del bacino. Infine si confronteranno questi risultati e le considerazioni che ne conseguono con i risultati ottenuti da una simulazione con interazione bacino-struttura, ma che utilizzi come forzante l’accelerogramma relativo al sisma del 21 giugno 2013, misurato presso la stazione di Fivizzano (codice stazione: FIVI). 
4.3.1 Descrizione dell’opera La diga, classificata a gravità in calcestruzzo parzialmente tracimabile, ha andamento planimetrico rettilineo che si prolunga in sponda sinistra con un diaframma di tenuta, a sezione trapezia, attestato direttamente sulla formazione di base. Essa è situata nel comune di Minucciano, in provincia di Lucca, e risale al 1952; sbarra il torrente Acqua Bianca, affluente del fiume Serchio, determinando un serbatoio con capacità totale di 3,8∙106 m3 e capacità utile di regolazione di 3,6∙106 m3. Il serbatoio è utilizzato per la regolazione giornaliera e settimanale delle portate derivate dal torrente per la produzione di energia elettrica nella centrale di Fabbriche.  La struttura è realizzata in undici conci separati da giunti permanenti, le cui  altezze aggiungono i 37 m e le cui lunghezze vanno da 9 m, per il concio a destra dello sfioratore, a 11 m dell’ultimo a contatto con la spalla destra. Nel corpo murario sono presenti due cunicoli longitudinali: uno a quota 593,20 m s.l.m. a profilo orizzontale che attraversa parte dei conci, l’altro, ubicato a quota compresa tra 575,80 e 574 m s.l.m., con andamento debolmente pendente ed esteso all’intero sviluppo della diga. 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Il sistema drenante del paramento di monte è costituito da canne verticali di diametro 200 mm con interasse di 2 m e quota di sbocco nei sopracitati cunicoli. Il drenaggio della fondazione è realizzato con analoghe canne, sempre di diametro 200 mm, poste a interasse di 2,5 m e facenti capo al cunicolo inferiore. Le opere di scarico comprendono uno scarico di superficie e uno di fondo. Lo scarico di superficie, ricavato nella parte centrale dello sbarramento, consiste in una soglia sfiorante, con ciglio a quota 598 m s.l.m., suddivisa da due pile in tre luci, sormontate ciascuna da una paratoia a settore di 8x3 m. Lo scarico di fondo è ubicato fuori dal corpo diga, in sponda destra. Nella figure seguenti si riportano la sezione del corpo diga in corrispondenza di uno dei conci centrali tracimabili ed alcune viste d’insieme: 
 
Figura 4.7 - Sezione maestra della diga 
 
Figura 4.8 - Vista lato monte 
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Figura 4.9 - Vista lato valle 
4.3.2 Il modello Per la modellazione della diga oggetto di questo primo studio ci si è riferiti alle dimensioni di uno dei conci centrali tracimabili, ritenuti più rappresentativi del comportamento trasversale della diga. Il corpo diga è stato quindi schematizzato con una semplice forma trapezia che ben approssimasse il suo andamento e le dimensioni utilizzate sono di seguito riepilogate:  
− larghezza base:   B = 27m; 
− larghezza sommità:   b = 5m; 
− altezza:   H = 35m.  Si è scelto di non modellare il coronamento per il concio scelto perché in corrispondenza di esso il corpo diga è tracimabile attraverso uno sfioratore di superficie regolato da parotoie a settore mobili. In sezione quindi esso non compare perché cavo, immaginando di sezionare il concio sul suo piano verticale centrale. Il corpo diga è stato modellato in materiale calcestruzzo, con le seguenti proprietà meccaniche:  
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− densità:   ρcls = 2400 kg/m3; 
− modulo di Young:   Eel,cls = 25000 N/mm2; 
− modulo di Poisson:   νcls = 0,33.  Il bacino è stato modellato assumendo come quota del pelo libero la massima quota di regolazione, pari ad Hw = 32m, che permette di lasciare il franco di 3m dalla soglia tracimabile previsto dalla normativa italiana. La lunghezza del bacino è troncata a 100m, seguendo ancora l’ipotesi proposta in [1], secondo la quale oltre un lunghezza pari a 3 volte l’altezza della struttura le sezioni di bacino non influenzino più il campo delle pressioni nel fluido in termini di risposta alla forzante sismica.  Il caso in oggetto viene studiato, a differenza del precedente caso di validazione, attraverso l’utilizzo del modulo Acoustic-Structure Interaction di Comsol Multiphysics, visto che lo scopo attuale è di indagare il campo delle pressioni in presenza anche di interazione tra i due domini di differente natura, cioè sostanzialmente introducendo l’ipotesi di diga deformabile. La figura seguente ripropone il modello appena descritto, con evidenziato il bordo di interfaccia tra i due domini fluido e solido, che il software riconosce automaticamente una volta assegnati loro i rispettivi materiali e le fisiche che governano il problema (acustica per il fluido, meccanica del solido per il solido), assegnando ad esso la condizione al bordo di Acoustic-Structure Interface descritta dalle relazioni (4.11) e (4.12). Al dominio fluido è stato assegnato il materiale acqua, con le seguenti proprietà fisiche:  
− densità:   ρw = 1000 kg/m3; 
− velocità del suono in acqua:   c = 1480 m/s. 
−  
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Le condizioni al bordo che sono state imposte sul modello per riprodurre nel modo più veritiero la realtà fisica del fenomeno sono analoghe a quelle applicate al precedente caso pilota e sono di seguito riportate:  
− condizione di Sound Hard Wall per il bordo che schematizza il fondale di bacino, in modo da ottenere derivata nulla della pressione in direzione normale al bordo stesso, condizione che approssima la non penetrabilità del bordo stesso nei confronti di un’onda sonora incidente; 
− condizione di Sound Soft Wall per il bordo che schematizza la superficie libera del bacino, contorno che assume le funzioni di interfaccia tra dominio fluido e atmosfera e sul quale infatti la pressione relativa ha 
valore nullo; 
− condizione di Plane Wave Radiation per il bordo in corrispondenza della sezione di troncamento del dominio fluido, in modo da minimizzare la riflessione di onde sonore incidenti, che nella realtà attraverserebbero questa sezione, percorrendo la reale estensione del bacino.  La forzante utilizzata per riprodurre l’azione sismica è ancora una storia di accelerazione sinusoidale nel tempo, come da [2] e [3]. La sua legge è la stessa della (4.17) ed è di seguito ricordata:  a(t) = amax sin �2πtT � = αg sin �2πtT �  sempre di periodo unitario T = 1s, assumendo ancora l’ipotesi che il periodo del sisma sia sicuramente molto superiore a quello della struttura, come in [2].  Per quanto riguarda la mesh, si è utilizzata nuovamente una mesh strutturata mappata, formata da un reticolo regolare di quadrilateri di dimensioni 1x1m, che è riportata nella seguente immagine:  
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4.3.3 Analisi Time-History con accelerazione sinusoidale Si esegue ora una analisi di tipo Time-History, utilizzando come forzante quella della relazione (4.17). L’analisi è stata eseguita per un intervallo da 0s a 15s, con step temporale Δt di 0,025s.   In output si è andati a plottare la distribuzione delle pressioni (relative) nel dominio fluido, che rappresentano la variazione di pressione rispetto al valore di riferimento della pressione stazionaria (pressione idrostatica), costituiscono l’effettivo valore della pressione idrodinamica al quale il dominio fluido è soggetto a causa della perturbazione indotta dalla forzante armonica. Considerando che la legge sinusoidale dell’accelerazione presenterà valore massimo pari alla propria ampiezza quando si massimizzerà il valore della funzione sinusoidale, il picco di accelerazione in input si avrà al primo quarto di periodo, T/4, ed per ogni suo multipli ti = T/4 + nT. Perciò si è andati a plottare il campo di pressione all’istante t = 0,75s (poiché T=1s), quando cioè nel dominio fluido si manifesteranno i valori più elevati di pressione idrodinamica.  Nella figura seguente è raffigurato il campo di pressione nel dominio fluido all’instante t = 0,75s. 
 
Figura 4.12- Campo delle pressioni idrodinamiche con isobare per t = 0,75s  Si riportano di seguito il valore massimo e quello totale della pressione sul 
paramento di monte; il primo presenta al piede del paramento di monte dello sbarramento e ha il valore di  pmax = 122400,00 Pa  pTOT = 2,906 · 106 N 
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Figura 4.13 - Andamento della pressione idrodinamica sul paramento di monte  
4.3.4 Confronto con i risultati analitici Come per il precedente caso, al §4.2.3, si esegue un confronto dei valori ottenuti dalla soluzione numerica del modello con quelli ricavabili dalle principali teorie e formulazioni consigliate nelle normative in campo internazionale per la valutazione della pressione idrodinamica, cioè con i risultati ottenibili con le formule proposte da Westergaard [2] e da Zangar [3].  Si riportano le distribuzioni di pressione ed i valori massimi calcolati analiticamente attraverso le formule (3.27) di Westergaard e (3.45) di Zangar:  
− pressioni idrodinamiche alla Westergaard applicate al caso studio 1  Il valore massimo della pressione si ottiene, come da teoria [2], al piede del paramento di monte ed assume il valore  pmax = 144252,78 Pa   mentre il valore totale della pressione risulta pari a   pTOT = 3,076 · 106 N  L’andamento parabolico della pressione è quello della seguente figura:  
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Figura 4.14 – Andamento delle pressioni alla Westergaard per il caso studio 1  
− pressioni idrodinamiche alla Westergaard applicate al caso studio 2  Il valore massimo della pressione si ottiene, come da teoria [3], al piede del paramento di monte ed assume il valore  pmax = 116338,75 Pa  mentre il valore totale della pressione idrodinamica è pari a  pTOT = 2,700 · 106 N  L’andamento parabolico della pressione è quello della seguente figura: 
 
Figura 4.15 - Andamento delle pressioni alla Zangar per il caso studio 1 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Dal confronto tra i valori massimi e quelli totali ottenuti e l’andamento delle pressioni ricavato si può dire che le teorie continuano a fornire dei valori che approssimano ancora molto bene quelli ottenuti numericamente, i quali invece si avvicinano sicuramente di più alla realtà del caso. I valori ottenuto dalla teoria di Westergaard continuano ad essere superiori a quelli numerici per la natura approssimata della formula (3.27), mentre i valori numerici superano quelli della teoria di Zangar perché la modellazione tiene di conto della deformabilità della diga e della comprimibilità dell’acqua. La differenza tuttavia esigua è indice del fatto che, nelle attuali condizioni di rapporto tra la geometria del modello e gli spostamenti indotti dall’accelerazione sismica sinusoidale, questi risultano esigui rispetto alla geometria stessa, chiamando poco in causa la deformabilità del corpo diga. Per quanto riguarda gli andamenti delle pressioni idrodinamiche sul paramento di monte, i risultati numerici propongono ancora un andamento che è simile a quello ottenibile con le formulazioni teoriche, con valore nullo in corrispondenza del pelo libero, massimo al piede del corpo diga e andamento intermedio curvilineo.  
4.3.5 Analisi per saggiare i limiti delle teorie analitiche Utilizzando ancora le soluzioni numeriche che considerano l’interazione tra il dominio fluido e quello solido, cioè utilizzando il modulo Acoustic-Structure 
Interaction di Comsol Multiphysics, si vuole andare a studiare il comportamento del modello relativo al caso studio in oggetto in condizioni che si avvicinino a quelle limite escluse a priori dalle formulazioni analitiche e teoriche.  Infatti le teorie di Westergaard [2] e di Zangar [3] assumono sempre, oltre alle ipotesi già viste nel dettaglio nel capitolo 3 e riepilogate al §4.2.3.1 e al §4.2.3.2 rispettivamente, due ulteriori ipotesi fondamentali:  
− assenza di possibilità di risonanza tra sisma e struttura, ipotizzando che il sisma abbia sempre dei periodi intorno all’unità, mentre la struttura, governata dal primo modo di vibrare, oscillerà a periodi molto inferiori 
ad esso; 
− modello con pelo libero del bacino coincidente con la quota superiore del coronamento.  La prima ipotesi risulta non ammissibile a priori, visto che è impossibile conoscere con certezza il contenuto in frequenza e nel tempo dell’azione sismica che si potrebbe verificare in una certa zona. La seconda ipotesi pure risulta non sempre valida, poiché il livello del bacino è soggetto a variazioni non elevate sì, durante l’esercizio, ma può essere anche 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  soggetto a maggiori e più consistenti variazioni in coincidenza di lavori di manutenzione del corpo diga o di svasi parziali provvisori per garantire la laminazione di un’onda di piena prevista in arrivo da monte.  Si intende procedere quindi indagando possibili fenomeni di risonanza nella struttura, nel bacino e nel loro accoppiamento o interazione al variare del periodo della forzante sismica sinusoidale. Si indagheranno le risonanze al variare dell’altezza d’invaso e del modulo elastico della struttura col variare del periodo della forzante sismica e si effettueranno dei confronti con dei valori calcolabili attraverso formulazioni ricavate dalla letteratura [5] e con i risultati proposti dall’analisi modale con masse aggiunte, eseguita secondo il metodo proposto da Westergaard [2]. Fenves e Chopra [5] hanno infatti proposto delle formulazioni empiriche per individuare dei valori di massima dei periodi di risonanza della solo struttura corpo diga e del solo dominio fluido bacino, le quali sono di seguito riportate:  
− calcolo del periodo di risonanza della struttura  
Ts = 1,4H [ft]
�E [psi] = 1,4 H [m]0,305
� E [ Nm2]6894,757
          (4.18) 
in cui: - H è l’altezza della struttura; - E è il modulo elastico del calcestruzzo;  
− calcolo del periodo di risonanza del bacino  Tb = 4Hwc           (4.19) con: - Hw altezza d’invaso del bacino; - c velocità del suono in acqua, pari a circa 1480 m/s.  
4.3.5.1 Analisi modale: vibrazioni libere e con masse aggiunte I primi dati utili per il confronto, ricavabili da metodi proposti in letteratura, sono quelli relativi ai modi di vibrare della struttura. Si vogliono, infatti, mettere inizialmente a confronto le forme modali delle vibrazioni libere della sola struttura con quelle ottenute dall’analisi modale di un modello analogo al precedente, al quale però viene aggiunta un distribuzione di masse sul paramento di monte secondo quanto prescritto dalla teoria di 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Westergaard [2]. Quest’ultima infatti ricava, una volta ottenute le pressioni idrodinamiche sul paramento di monte attraverso la formula già più volte utilizzata (3.27), una distribuzione di massa fluida partecipante al moto sismico solidalmente con la struttura equiparando la forza d’inerzia (in direzione orizzontale, cioè concorde con la direzione ed il verso della pressione idrodinamica) della massa ricercata con la pressione idrodinamica stessa. Si ricorda di seguito la formulazione appena descritta, già riportata al precedente §3.2:   fi =  p     →    m ∙ a = p    →    b wg ∙ αg = p da cui b = p
αw = 78�hy          (4.20)  con: 
− fi = forza d’inerzia della massa partecipante d’acqua sul paramento di monte per unità di superficie; 
− p = pressione idrodinamica, valutata secondo la (3.27); 
− w = peso specifico dell’acqua; 
− g = accelerazione gravitazionale; 
− y = quota del paramento di monte, valutata dal pelo libero del bacino 
verso il basso; 
− b = b(y) estensione verso monte della massa d’acqua partecipante al moto alla quota y.  La distribuzione ottenuta dalla formula (4.20) è di seguito rappresentata:  
 
Figura 4.16 - Distribuzione della massa d'acqua partecipante al moto secondo la teoria di 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Si riportano a questo punto i risultati dell’analisi modale delle oscillazioni libere del solo solido struttura e di quest’ultimo con distribuzione di massa d’acqua partecipante al moto, valutata per il massimo livello d’invaso (Hw = 32 m). I valori forniti per i periodi dei modo di vibrare saranno poi confrontati con i risultati delle successive analisi. Si precisa soltanto la procedura di modellazione della massa distribuita tramite il software Comsol Multiphysics. La massa d’acqua è stata infatti schematizzata attraverso un numero di masse concentrate equivalenti, che discretizzassero la distribuzione continua di massa partecipante ogni 0,50 m di altezza. Il confronto tra il valore risultante di massa partecipante ottenuto integrando la distribuzione continua di massa è ottimamente riscontrato nella sommatoria dei valori delle masse concentrate che lo approssimano. Si riportano di seguito le forme modali relative ad i primi sei modi di vibrare sia per l’analisi modale senza masse aggiunte, che per il caso con masse aggiunte, ognuno con indicata la frequenza associata ed i valori della massa partecipante:  - CASO 1: vibrazioni libere, solo corpo diga 
 
Figura 4.17 - 1° modo di vibrare, sola struttura - f = 11,07 Hz, Mx = 46%, My = 2% 
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Figura 4.19 - 3° modo di vibrare, sola struttura - f = 31,39 Hz, Mx < 1%, My = 60%  
 
Figura 4.20 - 4° modo di vibrare, sola struttura - f = 50,35 Hz, Mx = 9%, My = 1% 
 
Figura 4.21 - 5° modo di vibrare, sola struttura - f = 70,21 Hz, Mx = 1%, My = 8% 
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Figura 4.22 - 6° modo di vibrare, sola struttura - f = 74,80 Hz, Mx = 3%, My = 1%  - CASO 2: vibrazioni libere, struttura con masse aggiunte  
 
Figura 4.23 - 1° modo di vibrare, struttura e masse aggiunte - f = 9,56 Hz, Mx = 51%, My = 1% 
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Figura 4.25 - 3° modo di vibrare, struttura e masse aggiunte - f = 30,75 Hz, Mx = 1%, My = 61% 
 
Figura 4.26 - 4° modo di vibrare, struttura e masse aggiunte - f = 42,54 Hz, Mx = 8%, My < 1% 
 
Figura 4.27 - 5° modo di vibrare, struttura e masse aggiunte - f = 58,51 Hz, Mx = 2%, My = 1% 
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Figura 4.28 - 6° modo di vibrare, struttura e masse aggiunte - f = 68,93 Hz, Mx = 1%, My = 7%  Nelle tabelle successive si riepilogano i dati relativi ai modi di vibrare delle due analisi modali alle quali si riferiscono le precedenti immagini:  
VIBRAZIONI LIBERE – SOLO STRUTTURA 
MODO DI VIBRARE MASSA PARTECIPANTE 
n° MODO f   [Hz] T   [s] Mx   [%] My   [%] 
1 11,07 0,090 46 2 
2 27,38 0,037 29 3 
3 31,39 0,032 0 60 
4 50,35 0,020 9 1 
5 70,21 0,014 1 8 
6 74,80 0,013 3 1  
Tabella 4.1 - Modi di vibrare relativi all'analisi modale della sola struttura - Caso studio 1  
VIBRAZIONI LIBERE – STRUTTURA e MASSE AGGIUNTE 
MODO DI VIBRARE MASSA PARTECIPANTE 
n° MODO f   [Hz] T   [s] Mx   [%] My   [%] 
1 9,57 0,105 51 1 
2 23,75 0,042 26 0 
3 30,75 0,033 1 61 
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4 42,54 0,024 8 0 
5 58,51 0,017 2 1 
6 68,93 0,015 1 7  
Tabella 4.2 - Modi di vibrare relativi all'analisi modale della struttura con masse aggiunte - 
Caso studio 1 Dal dato massa partecipante in direzione orizzontale, l’unica in cui, per il caso di masse d’acqua partecipanti al moto, agisce l’inerzia delle masse stesse, si nota una netta dominanza del primo modo di vibrare della struttura. Questo infatti, dalla deformata che ricorda quella di una mensola, è il periodo che viene stimato dalla formula (4.18) per la sola struttura. Si confrontano di seguito i risultati ottenuti con la formula e con l’analisi modale nel caso di sola struttura:  
CASO STUDIO 1 
PERIODO STRUTTURA 
da FORMULA 
PERIODO STUTTURA 
 da ANALISI MODALE Ts, formula   [s] Ts, an.modale   [s] 0,084 0,090 
Tabella 4.3 - Periodi di 1° modo della struttura da formula e da analisi modale - Caso studio 1 Si nota quindi che la formula (4.18) stima con un’approssimazione inferiore al 10% il valore effettivo del periodo di primo modo della sola struttura.  
4.3.5.2 Analisi Time-History parametrica nel periodo T della forzante Si esegue ora una analisi di tipo Time-History, utilizzando ancora come forzante quella della relazione (4.17), cioè un’accelerazione con andamento sinusoidale nel tempo; stavolta però si esegue un’analisi di tipo parametrico, facendo variare il periodo T dell’accelerazione forzante in un’intorno dei valori di periodo di primo modo stimati dalle analisi precedenti e dalle formule (4.18) e (4.19), includendo quindi nell’intervallo di analisi anche un valore di periodo pari a quello del solo bacino. L’analisi è stata eseguita per un intervallo da 0s a 15s, con step temporale Δt di 0,025s.  Si riportano intanto i valori del periodo della struttura e del bacino stimato con le formule (4.18) e (4.19):  
CASO STUDIO 1 
PERIODO BACINO PERIODO STUTTURA Tb   [s] Ts   [s] 0,086 0,084 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Valutando i valori dei periodi appena tabellati e quelli di primo modo ottenuti al precedente paragrafo, si è scelto di far variare il periodo T della forzante tra 0,05s e 0,13s, con uno step ΔT=0,0025s.  Diagrammando la risposta in termini di valore massimo della pressione idrodinamica in corrispondenza del paramento di monte in funzione del periodo T della forzante sismica si ottiene il seguente grafico: 
 
Figura 4.29 - Grafico della pressione idrodinamica massima sul paramento di monte in funzione 
del periodo T della forzante Si può notare dal diagramma precedente una netta amplificazione della risposta del sistema in termini di valore massimo della pressione idrodinamica sul paramento di monte del corpo diga in corrispondenza di un periodo della forzante pari a T = 0,105s. Questo valore risulta coincidente con quello valutato attraverso l’analisi modale della struttura con masse di acqua aggiunte (v. tabella 4.2). Si ha quindi una chiara risonanza della risposta del sistema in presenza di valore del periodo della forzante che si avvicina a quello del primo modo di vibrare calcolato dall’analisi modale con masse aggiunte.  Diagrammando poi l’andamento della pressione idrodinamica sul paramento di monte del corpo diga per vari valori del periodo della forzante, si ottiene che il valore massimo della stessa non si presenta più in corrispondenza del piede del paramento di monte, ma per un valore di altezza sul fondo del bacino differente, variabile con il periodo T. 
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Figura 4.30 - Andamento della pressione idrodinamica sul paramento di monte per vari valori 
del periodo T della forzante - istante t=0,75s (Caso studio 1)  
4.3.5.3 Analisi Time-History parametrica nel periodo T della forzante e 
al variare del livello d’invaso Hw Al paragrafo precedente abbiamo sperimentato la presenza di una netta frequenza di risonanza all’approssimarsi del periodo della forzante al periodo di primo modo di vibrare della struttura valutato da analisi modale con metodo delle masse aggiunte. È stato così verificato che la risonanza è possibile e presente al verificarsi della suddetta situazione, come era atteso, nonostante gli studi teorici la escludano.  Cerchiamo adesso di capire che cosa cambia nella risposta del sistema quando si va a far variare il livello d’invaso, cioè a variare la quota del pelo libero del bacino Hw. 
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ΔT=0,0025s), ma stavolta variando la geometria del modello riguardo al valore dell’altezza d’invaso del bacino Hw. Si riassumono di seguito i diagrammi del valore massimo della pressione sul paramento di monte della diga al variare del periodo T della forzante per ciascuno dei valori di Hw per i quali è stata eseguita l’analisi:  
− Caso Hw = 25m 
 
Figura 4.31 - Grafico della pressione idrodinamica massima sul paramento di monte in funzione 
del periodo T della forzante per Hw = 25m Si evidenziano due marcati periodi di risonanza differenti, uno nelle vicinanze del periodo del bacino, valutato con la formula (4.18), l’altro in prossimità del periodo del primo modo di vibrare ottenuto dall’analisi modale con masse aggiunte, ripetuta con differente livello d’invaso. Ne riportiamo i valori nella seguente tabella, assieme a quelli mostrati nel grafico sopra:  
PERIODO DA FORMULE PERIODI DI ANALISI Tb   [s] Ts,an.modale   [s] Tb   [s] Ts   [s] 0,068 0,095 0,066 0,094 
Tabella 4.5 - Valori dei periodi da formule e da analisi parametrica con Hw = 25m 
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− Caso Hw = 20m 
 
Figura 4.32 - Grafico della pressione idrodinamica massima sul paramento di monte in funzione 
del periodo T della forzante per Hw = 20m L’andamento riscontrato è analogo a quello del caso precedente, ma l’amplificazione in corrispondenza dei picchi si mostra più marcata. Si riassumono i valori dei periodi di amplificazione di seguito:  
PERIODO DA FORMULE PERIODI DI ANALISI Tb   [s] Ts,an.modale   [s] Tb   [s] Ts   [s] 0,046 0,091 0,047 0,095 
Tabella 4.6 - Valori dei periodi da formule e da analisi parametrica con Hw = 20m 
− Caso Hw = 17m  
PERIODO DA FORMULE PERIODI DI ANALISI Tb   [s] Ts,an.modale   [s] Tb   [s] Ts   [s] 0,054 0,092 0,054 0,090 
Tabella 4.7 - Valori dei periodi da formule e da analisi parametrica con Hw = 17m 
− Caso Hw = 10m  
PERIODO DA FORMULE PERIODI DI ANALISI Tb   [s] Ts,an.modale   [s] Tb   [s] Ts   [s] 0,027 0,094 0,038 0,090 
Tabella 4.8 - Valori dei periodi da formule e da analisi parametrica con Hw = 10m    Capitolo 4 – La modellazione numerica dell’interazione bacino-struttura                                     244 
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Figura 4.33 - Grafico della pressione idrodinamica massima sul paramento di monte in funzione 
del periodo T della forzante per Hw = 17m 
 
Figura 4.34 - Grafico della pressione idrodinamica massima sul paramento di monte in funzione 
del periodo T della forzante per Hw = 10m 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  In tutte le analisi eseguite con variazione del livello d’invaso si notano quindi comportamenti disaccoppiati del serbatoio e della struttura, i quali già in partenza, tramite i valori dei periodi calcolati per il bacino con la formula (4.18) e per la struttura con l’analisi modale a masse aggiunte, erano distanti tra loro, contrariamente al caso di massimo riempimento, nel quale invece il comportamento dinamico di bacino e struttura era accoppiato. Si può dedurre che l’analisi con interazione permette di tenere in considerazione quindi anche una ulteriore condizione di risonanza, peraltro prevedibile con la formula (4.18) e confermata dal risultato numerico, ma sicuramente trascurata dall’analisi con masse aggiunte. 
4.3.5.4 Analisi Time-History parametrica nel periodo T della forzante e 
al variare del modulo elastico Analisi time-history strutturate come quelle al paragrafo precedente sono state eseguite sullo stesso modello di diga con massimo livello d’invaso, ma variando il modulo elastico del calcestruzzo. In termini di frequenze di risonanza esse hanno sempre mostrato un’unica risonanza, come atteso dal caso di massimo invaso, con variazioni del periodo di risonanza dal valore stimabile con l’analisi modale a masse aggiunte per un valore del modulo elastico di E = 2,5∙106 MPa, fino a dare risonanza in corrispondenza del periodo dell’invaso stimato con la formula (4.18) al progressivo aumentare del modulo elastico stesso, cioè all’irrigidirsi del corpo diga. Questo risultato ci porta a dire che il fenomeno è principalmente governato dal fattore altezza, che permette attraverso un’analisi con interazione di cogliere contemporaneamente più frequenze di risonanza a seconda del grado di accoppiamento nel comportamento dinamico della struttura e del bacino, mentre il parametro modulo elastico gioca un ruolo secondario. Si riepilogano nella seguente tabella i risultati delle analisi parametriche con variazione del modulo elastico in termini di periodi di risonanza evidenziati nella risposta del sistema:  
DATI MODELLO PERIODO BACINO DA FORMULA 
PERIODO STRUTTURA DA AN. MODALE CON MASSE PERIODO DA MODELLO 
Hstrutt  
[m] 
Hw  
[m] 
Eel  
[MPa] 
Tb=4Hw/c  [s]  Tan.MOD CON MASSE  [s]  Tris.strutt.  [s]  
35 32 2,50E+4 0,086 0,1045 0,105 3,00E+4 0,0954 0,100 
5,00E+4 0,0739 0,086 
1,00E+5 0,0523 0,085 
Tabella 4.9 - Confronto periodi da formule e analisi, variando E (Caso studio 1) 
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4.3.5.5 Analisi Time-History con accelerogramma reale Studiati i limiti delle formulazioni teoriche, si intende capire se nella realtà esse siano comunque affidabili o se sia necessaria una analisi con interazione per non rischiare di trascurare, in fase di progetto e/o di verifica, situazioni pericolose per la sicurezza della struttura in termini di stabilità.  Si esegue a tal fine una analisi di tipo time-history, inserendo però come forzante alla base del corpo diga una storia di accelerazioni realmente misurata, ovvero l’accelerogramma relativo al sisma del 21 giugno 2013 rilevato presso la stazione di Fivizzano (LU) (codice stazione: FIVI). La stazione è sita sempre in Garfagnana, perciò si tratta di un sisma che la struttura ha realmente subito. La storia temporale dell’accelerazione, inserita come forzante, è di seguito riportata:  
 
Figura 4.35 - Accelerogramma misurato alla stazione di Fivizzano (codice: FIVI) durante il 
sisma del 21 giugno 2013 - componente nord L’analisi è stata condotta nell’intervallo temporale da 0s a 14s, con step temporale Δt pari a 0,025s e si è valutata la risposta al sisma della struttura, sia come andamento nel tempo, che come contenuto in frequenza, attraverso i valori di accelerazione e di pressione idrodinamica di alcuni punti sul paramento di monte e attraverso i valori del taglio alla base, il quale rappresenta la risultante delle pressioni idrodinamiche a livello della base d’appoggio della struttura sulla fondazione.  Il confronto nel campo delle frequenze è stato possibile previa analisi FFT (Fast 
Fourier Transform) del contenuto della risposta nel dominio del tempo. 
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Figura 4.36 - Contenuto in frequenza dell'accelerogramma misurato dalla stazione di Fivizzano 
(codice FIVI) durante il sisma del 21 giugno 2013 
− Punto di controllo di coordinate (0;1m) sul paramento di monte  Risposta in termini di accelerazione - nel tempo: 
 
Figura 4.37 - Risposta in accelerazione nel tempo del punto di controllo di coordinate (0,1m) 
(Caso studio 1) 
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Figura 4.38 - Risposta in accelerazione nel campo delle frequenze  del punto di controllo di 
coordinate (0,1m) (Caso studio 1)   Risposta in termini di pressione  - nel tempo: 
 
Figura 4.39 - Risposta in pressione nel tempo del punto di controllo di coordinate (0,1m) (Caso 
studio 1)   
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Figura 4.40 - Risposta in pressione nel campo delle frequenze  del punto di controllo di 
coordinate (0,1m) (Caso studio 1)  
− Punto di controllo di coordinate (0;17,5m) sul paramento di monte  Risposta in termini di accelerazione - nel tempo:  
 
Figura 4.41 - Risposta in accelerazione nel tempo del punto di controllo di coordinate (0,17,5m) 
(Caso studio 1)  
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Figura 4.42 - Risposta in accelerazione nel campo delle frequenze  del punto di controllo di 
coordinate (0,17,5m) (Caso studio 1)  Risposta in termini di pressione - nel tempo: 
 
Figura 4.43 - Risposta in pressione nel tempo del punto di controllo di coordinate (0,17,5m) 
(Caso studio 1)   
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Figura 4.44 - Risposta in pressione nel campo delle frequenze  del punto di controllo di 
coordinate (0,17,5m) (Caso studio 1) Per non appesantire troppo la trattazione non si riporta la risposta del punto di 
controllo di coordinate (0;35m), che risulta di andamento analogo a quella del punto di controllo sottostante, sia come andamento nel tempo, che come contenuto in frequenza, ma differisce soltanto per il fatto di essere ancora più amplificata.  Si passa alla risposta in termini di taglio risultante alla base:  - nel tempo: 
 
Figura 4.45 - Risposta in termini di taglio alla base nel tempo (Caso studio 1) 
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Figura 4.46 - Risposta in termini di taglio alla base nel campo delle frequenze (Caso studio 1)  Si riepilogano nelle tabelle seguenti i valori delle frequenze e dei corrispondenti periodi di amplificazione della risposta del sistema nei confronti della frequenza di massima amplificazione sismica:   MAX 
AMPLIFICAZIONE 
ACCELEROGRAMMA 
MAX AMPLIFICAZIONE 
ACCELERAZIONE 
MAX 
AMPLIFICAZIONE 
PRESSIONE 
PUNTO f [Hz] T [s] f [Hz] T [s] f [Hz] T [s] 
(0;1m) 3,60 0,278 4,20 0,24 9,50 0,11 
(0;17,5m) 3,60 0,278 9,50 0,11 9,50 0,11 
(0;35m) 3,60 0,278 9,50 0,11 \ \ Taglio alla base 3,60 0,278 9,50 0,11   MAX AMPLIFICAZIONE TAGLIO ALLA BASE 
 
Tabella 4.10 - Riepilogo delle frequenze di massima amplificazione della risposta per il caso 
studio 1 Dall’analisi dei risultati si ottiene che la massima amplificazione dell’azione sismica, valutata con un accelerogramma misurato e che la struttura ha realmente subito, si ha ancora in corrispondenza di un valore di periodo pari a quello del primo modo di vibrare ottenuto da analisi modale con masse aggiunte alla Westergaard. Sembrerebbe quindi che, almeno per il caso del sisma in esame, il comportamento della struttura sia comunque ben rappresentato da una analisi 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  semplificata con metodi analitici suggeriti dalle teorie classiche, seppur le analisi parametriche time-history dei precedenti paragrafi, eseguite su modelli con interazione, abbiano identificato anche la presenza di un picco della risposta in corrispondenza del periodo di vibrare del bacino, picco non visibile attraverso i metodi analitici.  
4.3.5.6 Analisi Time-History con accelerogramma reale su modello a 
masse concentrate alla Westergaard Un migliore confronto tra i risultati ottenibili da analisi su modelli che considerino l’interazione rispetto ad analisi secondo metodi analitici semplificati è conseguibile sottoponendo alla medesima analisi time-history con accelerogramma misurato il modello a masse concentrate, lo stesso del quale sono riportati i risultati dell’analisi modale al §4.3.5.1. Stanti le stesse impostazioni per quanto riguarda la conduzione dell’analisi, si passa direttamente all’esposizione dei risultati in termini di accelerazione dei 
punti di controllo di coordinate (0;1m), (0;17,5m) e (0;35m) e di taglio risultante alla base del solido diga. Non è possibile eseguire un valutazione della risposta in termini di pressioni idrodinamiche in quanto il modello non raffigura anche il dominio fluido, come insito nella sua natura, e a ciò supplisce il confronto sul tagliante alla base, indice della risultante delle pressioni idrodinamiche alla base del corpo diga. 
− Punto di controllo di coordinate (0;1m) sul paramento di monte  Risposta in termini di accelerazione - nel tempo: 
 
Figura 4.47 - Risposta in accelerazione nel tempo del punto di controllo di coordinate (0,1m) - 
Modello a masse concentrate (Caso studio 1) 
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Figura 4.48 - Risposta in accelerazione nel campo delle frequenze del punto di controllo di 
coordinate (0,1m) - Modello a masse concentrate (Caso studio 1)  
− Punto di controllo di coordinate (0;17,5m) sul paramento di monte  Risposta in termini di accelerazione - nel tempo: 
 
Figura 4.49 - Risposta in accelerazione nel tempo del punto di controllo di coordinate (0,17,5m) - 
Modello a masse concentrate (Caso studio 1) 
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Figura 4.50 - Risposta in accelerazione nel campo delle frequenze del punto di controllo di 
coordinate (0,17,5m) - Modello a masse concentrate (Caso studio 1) Per non appesantire troppo la trattazione non si riporta la risposta del punto di 
controllo di coordinate (0;35m), che risulta di andamento analogo a quella del punto di controllo sottostante, sia come andamento nel tempo, che come 
contenuto in frequenza; si ha concordanza pure nel livello di amplificazione.  Si passa alla risposta in termini di taglio risultante alla base:  - nel tempo: 
 
Figura 4.51 - Risposta in termini di taglio alla base nel tempo - Modello a masse concentrate 
(Caso studio 1) 
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Figura 4.52 - Risposta in termini di taglio alla base nel campo delle frequenze - Modello a masse 
concentrate (Caso studio 1) Si riepilogano nelle tabelle seguenti i valori delle frequenze e dei corrispondenti periodi di amplificazione della risposta del sistema nei confronti della frequenza di massima amplificazione sismica:   MAX AMPLIFICAZIONE 
ACCELEROGRAMMA 
MAX AMPLIFICAZIONE 
ACCELERAZIONE 
PUNTO f [Hz] T [s] f [Hz] T [s] 
(0;1m) 3,60 0,278 5,40 0,1852 
(0;17,5m) 3,60 0,278 5,40 0,1852 
(0;35m) 3,60 0,278 5,40 0,1852 Taglio alla base 3,60 0,278 5,40 0,1852  MAX AMPLIFICAZIONE TAGLIO ALLA BASE 
Tabella 4.11 - Riepilogo delle frequenze di massima amplificazione della risposta per il modello 
a masse concentrate (caso studio 1) Confrontando questi risultati con quelli ottenuti dall’analisi time-history con accelerogramma del paragrafo precedente, eseguita su modello con interazione bacino-struttura, si può evincere che l’analisi con interazione amplifica maggiormente la risposta, se si confronta il contenuto nel tempo della stessa in termini di accelerazione di vari punti sul paramento di monte e di taglio risultante alla base (valore massimo del taglio alla base Vmax,base = 4,5∙105 kN nel modello con interazione, 2,5∙105 kN nel modello a masse aggiunte). Questa analisi evidenzia inoltre, dalla valutazione tramite FFT del contenuto in frequenza della risposta (sempre in termini degli stessi parametri di 
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time-history su modello a masse concentrate invece, non si avvicina a nessuno dei valori già stimati con le altre analisi (f = 5,4 Hz, T = 0,185 s).  
4.3.5.7 Riepilogo dei risultati delle analisi e conclusioni Si riepilogano di seguito i risultati delle analisi time-history con forzante sinusoidale al variare del parametro periodo T della forzante, eseguite su modelli con varie altezze d’invaso: 
DATI STRUTTURA PERIODI STIMATI 
CON FORMULE PERIODI DA ANALISI PARAMETRICHE 
Hstrutt  [m] Hw  [m] Eel  [MPa] Ts [s] Tb [s] Ts [s] Tb [s] 
35 
32 
2,50∙106 0,084 
0,086 0,105 0,105 
25 0,068 0,094 0,066 
20 0,054 0,090 0,054 
17 0,046 0,095 0,047 
10 0,027 0,094 0,038  
PERIODI DA ANALISI 
MODALI  
Ts,anal.MODALE  
[s] 
Tan.MOD CON MASSE  
[s] 
ΔT=Tan.mod CON MASSE -Ts an.PARAM 
[s] 
ΔT=Tb, an.PARAM. –Tb FORMULA 
[s] 
0,0903 
0,1045 0,001 0,090 
0,0947 0,001 0,029 
0,0918 0,002 0,038 
0,0910 0,004 0,044 
0,0904 0,003 0,053 
 
Tabella 4.12 - Riepilogo dei valori di periodo definiti con le varie analisi con forzante sinusoidale 
(Caso studio 1)  Come già evidenziato, si ottiene che le analisi time-history su modello con interazione ripropongono, anche al variare del livello d’invaso, una risonanza in corrispondenza del valore di periodo relativo al primo modo di vibrare della struttura ottenibile dall’analisi a masse concentrate (errore sempre entro il 10%), ma mettono anche in evidenza l’ulteriore fenomeno di risonanza in corrispondenza del periodo di vibrare del bacino, con un valore di tale periodo che si avvicina anch’esso a quello calcolabile con la formula approssimata (4.19) (errore inferiore all’1%). 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  La modellazione con interazione offre quindi il vantaggio di cogliere con una modellazione unica tutti i possibili rischi in termini di amplificazione della risposta della struttura eccitata da forzante sinusoidale. Per il caso studio 1 l’analisi con interazione è fondamentale per non rischiare di perdere una parte del possibile comportamento in presenza di un sisma con accelerogramma qualsiasi, visto che l’amplificazione ottenuta dall’analisi con interazione è superiore; inoltre questa offre come frequenza di risonanza un valore prossimo a quello del primo modo di vibrare della struttura con masse aggiunte, fatto che avvalora la convergenza tra i due metodi, almeno per il caso relativo l’accelerogramma applicato e per quanto riguarda il comportamento dinamico dell’insieme struttura-bacino.   In conclusione, per la diga oggetto del Caso Studio 1 l’analisi con masse aggiunte ne caratterizza bene il comportamento dinamico, ma non l’effettiva amplificazione della risposta in condizioni di risonanza da sisma, resa al meglio invece dall’analisi su modello con interazione. Inoltre, il contenuto massimo in frequenza del sisma, che si ha in corrispondenza di 3,5 Hz, risulta lontano dalle frequenze caratteristiche di vibrare del sistema e ciò influenza direttamente l’entità dell’amplificazione della risposta da parte del sistema.     
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4.4 Il caso studio 2 Si vuole applicare lo stesso procedimento previsto per il caso studio 1 anche ad un secondo caso studio, riguardante sempre una diga in calcestruzzo a gravità massiccia, sita ancora in Garfagnana. 
4.4.1 Descrizione La diga, classificata a gravità in calcestruzzo, ha andamento planimetrico leggermente arcuato, che si prolunga in sponda sinistra con un diaframma di tenuta. Essa è situata nel comune di Vagli di Sotto, in provincia di Lucca, e risale, nello stato attuale, al 1953-54; sbarra il torrente Edron, determinando un serbatoio con capacità totale di 3,4∙106 m3. Il serbatoio è utilizzato per la regolazione giornaliera e settimanale delle portate derivate dal torrente per la produzione di energia elettrica nella centrale di Fabbriche. La struttura è realizzata in conci separati da giunti permanenti, le cui  altezze aggiungono i 95,50 m e nel corpo murario sono presenti 4 livelli di cunicoli longitudinali. La quota massima invasata raggiunge i 560 m s.l.m. con franco di 3  m rispetto alla sommità del coronamento. La maggiore particolarità di questa diga è quella di essere stata progettata e realizzata per essere costruita in due fasi. Infatti la prima fase di costruzione portò alla realizzazione, negli anni 1941-46, di una struttura con altezza massima sul punto più depresso delle fondazioni di 65,50 m, ma già il progetto originario prevedeva il successivo innalzamento della struttura fino a quota 95,50 m, ampliamento concluso negli anni 1953-54. In vista proprio della seconda fase costruttiva il paramento di valle era stato sistemato a gradoni e la solidarietà tra i getti fu ottenuta con una tecnica del tutto analoga a quella utilizzata per i getti stagionali [5]. Il giunto orizzontale di ripresa, sul paramento di monte, fu provvisto di un dispositivo di tenuta costituito da una trave coprigiunto in cemento armato e da un lamierino di rame 
retrostante; per precauzione, sui gradoni furono disposti, a varie quote, tubi di drenaggio orizzontali con lo scopo di facilitare l’allontanamento delle eventuali acque infiltratesi attraverso il giunto orizzontale. Durante la presa del calcestruzzo nella seconda fase di costruzione furono eseguiti controlli accurati della temperatura in prossimità della superficie a gradoni e furono riscontrati aumenti di entità limitata. Con il completamento dell’opera in seconda fase, lo scarico di superficie, che in prima fase era situato in fregio al coronamento, fu sistemato in sponda destra e dotato di galleria di scarico indipendente dallo sbarramento. Nelle figure seguenti si riportano la sezione principale del corpo diga in corrispondenza di uno dei conci centrali prima e dopo l’ampliamento (figure tratte da [5]):    Capitolo 4 – La modellazione numerica dell’interazione bacino-struttura                                     260 
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Figura 4.53 - Sezione maestra della diga dopo la 1° fase di costruzione 
 
Figura 4.54 - Sezione maestra attuale del corpo diga a 2° fase di costruzione ultimata  Nella seconda sezione sono riportate contemporaneamente le sezioni relative alla prima e alla seconda fase costruttiva: si nota infatti la linea a gradoni che indica la geometria del paramento di monte alla fine della prima fase costruttiva.  Si riportano anche varie viste del corpo diga da monte, da valle e dalla sommità del coronamento:  
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Figura 4.55 - Vista lato monte 
 
Figura 4.56 - Vista dalla scala di accesso al coronamento 
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Figura 4.57 - Vista lato valle 
4.4.2 Il modello Per la modellazione della diga oggetto di questo primo studio ci si è riferiti alle dimensioni di uno dei conci centrali, ritenuti più rappresentativi del comportamento trasversale della diga. Il corpo diga è stato schematizzato con una semplice forma trapezia che ben approssimasse il suo andamento. Stavolta si è modellato anche il coronamento per il concio scelto perché il corpo diga non è tracimabile e quindi il coronamento è pieno e partecipa al comportamento globale della struttura.  Le dimensioni utilizzate sono di seguito riepilogate:  
− larghezza base:   B = 70m; 
− larghezza coronamento:   b = 5m; 
− altezza totale della struttura:   H = 90m; 
− altezza del coronamento:   Hcor = 5m.  Il corpo diga è stato modellato in materiale calcestruzzo, con le seguenti proprietà meccaniche: 
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− densità:   ρcls = 2400 kg/m3; 
− modulo di Young:   Eel,cls = 30000 N/mm2; 
− modulo di Poisson:   νcls = 0,33.  Il bacino è stato modellato assumendo come quota del pelo libero la massima quota di regolazione, pari ad Hw = 87m, che permette di lasciare il franco di 3m dalla soglia tracimabile previsto dalla normativa italiana. La lunghezza del bacino è troncata a 300m, seguendo ancora l’ipotesi proposta in [1], secondo la quale oltre un lunghezza pari almeno a 3 volte l’altezza della struttura le sezioni di bacino non influenzino più il campo delle pressioni nel fluido in termini di risposta alla forzante sismica.  Il caso in oggetto viene studiato, come il caso studio 1, attraverso l’utilizzo del modulo Acoustic-Structure Interaction di Comsol Multiphysics, visto che lo scopo attuale è di indagare il campo delle pressioni in presenza anche di interazione tra i due domini di differente natura, cioè sostanzialmente introducendo l’ipotesi di diga deformabile. La figura seguente ripropone il modello appena descritto, con evidenziato il bordo di interfaccia tra i due domini fluido e solido, che il software riconosce automaticamente una volta assegnati loro i rispettivi materiali e le fisiche che governano il problema (acustica per il fluido, meccanica del solido per il solido), assegnando ad esso la condizione al bordo di Acoustic-Structure Interface descritta dalle relazioni (4.11) e (4.12).  
 
Figura 4.58 - Modello del caso studio 2 
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− densità:   ρw = 1000 kg/m3; 
− velocità del suono in acqua:   c = 1480 m/s.  Le condizioni al bordo che sono state imposte sul modello per riprodurre nel modo più veritiero la realtà fisica del fenomeno sono analoghe a quelle applicate al precedente caso pilota e sono di seguito riportate:  
− condizione di Sound Hard Wall per il bordo che schematizza il fondale di bacino, in modo da ottenere derivata nulla della pressione in direzione normale al bordo stesso, condizione che approssima la non penetrabilità 
del bordo stesso nei confronti di un’onda sonora incidente; 
− condizione di Sound Soft Wall per il bordo che schematizza la superficie libera del bacino, contorno che assume le funzioni di interfaccia tra dominio fluido e atmosfera e sul quale infatti la pressione relativa ha 
valore nullo; 
− condizione di Plane Wave Radiation per il bordo in corrispondenza della sezione di troncamento del dominio fluido, in modo da minimizzare la riflessione di onde sonore incidenti, che nella realtà attraverserebbero questa sezione, percorrendo la reale estensione del bacino.  La forzante utilizzata per riprodurre l’azione sismica è ancora una storia di accelerazione sinusoidale nel tempo, come da [2] e [3]. La sua legge è la stessa della (4.17) ed è di seguito ricordata:  a(t) = amax sin �2πtT � = αg sin �2πtT �  sempre di periodo unitario T = 1s, assumendo ancora l’ipotesi che il periodo del sisma sia sicuramente molto superiore a quello della struttura, come in [2].  Per quanto riguarda la mesh, si è utilizzata nuovamente una mesh strutturata mappata, formata da un reticolo regolare di quadrilateri di dimensioni 2x2m, che è riportata nella figura seguente.  
4.4.3 Analisi Time-History con accelerazione sinusoidale Si esegue ora una analisi di tipo Time-History, utilizzando come forzante quella della relazione (4.17). L’analisi è stata eseguita per un intervallo da 0s a 15s, con step temporale Δt di 0,025s.  
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Figura 4.59 - Mesh per il caso studio 2 In output si è andati a plottare la distribuzione delle pressioni (relative) nel dominio fluido, che rappresentano la variazione di pressione rispetto al valore di riferimento della pressione stazionaria (pressione idrostatica), costituiscono l’effettivo valore della pressione idrodinamica al quale il dominio fluido è soggetto a causa della perturbazione indotta dalla forzante armonica. Come al caso precedente, si valutano le pressioni idrodinamiche in uno degli istanti dell’analisi in cui manifestano i valori massimi alle varie quote del paramento di monte, cioè per valori di tempo ti = T/4 + nT, in corrispondenza dei quali l’ampiezza della forzante è massima. Nella figura seguente è raffigurato il campo di pressione nel dominio fluido all’instante t = 0,75s. 
 
Figura 4.60 - Campo delle pressioni idrodinamiche con isobare per t = 0,75s 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Il valore massimo della pressione si presenta al piede del paramento di monte dello sbarramento e ha il valore di  pmax = 358600,00 Pa  mentre il valore totale della pressione idrodinamica è pari a  pTOT = 2,275 · 107 N  L’andamento della pressione idrodinamica in corrispondenza del paramento di monte e del valore massimo di pressione al piede è il seguente:  
 
Figura 4.61 - Andamento della pressione idrodinamica sul paramento di monte  
4.4.4 Confronto con i risultati analitici Come per il precedente caso, al §4.2.3, si esegue un confronto dei valori ottenuti dalla soluzione numerica del modello con quelli ricavabili dalle principali teorie e formulazioni consigliate nelle normative in campo internazionale per la valutazione della pressione idrodinamica, cioè con i risultati ottenibili con le formule proposte da Westergaard [2] e da Zangar [3].  Si riportano le distribuzioni di pressione ed i valori massimi calcolati analiticamente attraverso le formule (3.27) di Westergaard e (3.45) di Zangar:  
− pressioni idrodinamiche alla Westergaard applicate al caso studio 2  Il valore massimo della pressione si ottiene, come da teoria [2], al piede del paramento di monte ed assume il valore 
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Figura 4.62 – Andamento delle pressioni alla Westergaard per il caso studio 2  
− pressioni idrodinamiche alla Zangar applicate al caso studio 2  Il valore massimo della pressione si ottiene, come da teoria [3], al piede del paramento di monte ed assume il valore  pmax = 316295,98 Pa  mentre il valore totale della pressione idrodinamica è pari a  pTOT = 1,998 · 107 N  L’andamento parabolico della pressione è quello della seguente figura:  
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Figura 4.63 – Andamento delle pressioni alla Zangar per il caso studio 2  Dal confronto tra i valori massimi ottenuti e l’andamento delle pressioni ricavato si può dire che le teorie forniscono ancora dei valori che approssimano molto bene quelli ottenuti numericamente, i quali invece si avvicinano sicuramente di più alla realtà del caso. Il valore ottenuto dalla teoria di Westergaard continua ad essere superiore a quello numerico per la natura approssimata della formula (3.27), mentre i valori numerici superano quelli della teoria di Zangar perché la modellazione tiene di conto della deformabilità della diga e della comprimibilità dell’acqua. La differenza tuttavia esigua è indice del fatto che, nelle attuali condizioni di rapporto tra la geometria del modello e gli spostamenti indotti dall’accelerazione sismica sinusoidale, questi risultano esigui rispetto alla geometria stessa, chiamando poco in causa la deformabilità del corpo diga. Per quanto riguarda gli andamenti delle pressioni idrodinamiche sul paramento di monte, i risultati numerici propongono ancora un andamento che è simile a quello ottenibile con le formulazioni teoriche, con valore nullo in corrispondenza del pelo libero, massimo al piede del corpo diga e andamento intermedio curvilineo.  
4.4.5 Analisi per saggiare i limiti delle teorie analitiche Utilizzando ancora le soluzioni numeriche che considerano l’interazione tra il dominio fluido e quello solido, cioè utilizzando il modulo Acoustic-Structure 
Interaction di Comsol Multiphysics, si vuole andare a studiare il comportamento del modello relativo al caso studio in oggetto in condizioni che si avvicinino a 
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4.4.5.1 Analisi modale: vibrazioni libere e con masse aggiunte I primi dati utili per il confronto, ricavabili da metodi proposti in letteratura, sono quelli relativi ai modi di vibrare della struttura. Si vogliono, infatti, mettere inizialmente a confronto le forme modali delle vibrazioni libere della sola struttura con quelle ottenute dall’analisi modale di un modello analogo al precedente, al quale però viene aggiunta un distribuzione di masse sul paramento di monte secondo quanto prescritto dalla teoria di Westergaard [2] e riportato nella formula (4.20). Si riportano a questo punto i risultati dell’analisi modale delle oscillazioni libere del solo solido struttura e di quest’ultimo con distribuzione di massa d’acqua partecipante al moto, valutata per il massimo livello d’invaso (Hw = 32 m). I valori forniti per i periodi dei modo di vibrare saranno poi confrontati con i risultati delle successive analisi. Si precisa soltanto la procedura di modellazione della massa distribuita tramite il software Comsol Multiphysics. La massa d’acqua è stata infatti schematizzata attraverso un numero di masse concentrate equivalenti, che discretizzassero la distribuzione continua di massa partecipante ogni 0,50 m di altezza. Il confronto tra il valore risultante di massa partecipante ottenuto integrando la distribuzione continua di massa è ottimamente riscontrato nella sommatoria dei valori delle masse concentrate che lo approssimano. Si riportano di seguito le forme modali relative ad i primi sei modi di vibrare sia per l’analisi modale senza masse aggiunte, che per il caso con masse aggiunte, ognuno con indicata la frequenza associata ed i valori della massa partecipante:  - CASO 1: vibrazioni libere, solo corpo diga 
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Figura 4.65 - 2° modo di vibrare, sola struttura - f = 11,68 Hz, Mx = 28%, My = 0% 
 
Figura 4.66 - 3° modo di vibrare, sola struttura - f = 14,67 Hz, Mx = 3%, My = 57% 
 
Figura 4.67 - 4° modo di vibrare, sola struttura - f = 19,69 Hz, Mx = 9%, My = 3%    Capitolo 4 – La modellazione numerica dell’interazione bacino-struttura                                     271 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  
 
Figura 4.68 - 5° modo di vibrare, sola struttura - f = 28,56 Hz, Mx = 6%, My = 0% 
 
Figura 4.69 - 6° modo di vibrare, sola struttura - f = 31,71 Hz, Mx = 0%, My = 10%  - CASO 2: vibrazioni libere, struttura con masse aggiunte 
 
Figura 4.70 - 1° modo di vibrare, struttura e masse aggiunte - f = 4,08 Hz, Mx = 47%, My = 1% 
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Figura 4.71 - 2° modo di vibrare, struttura e masse aggiunte - f = 9,27 Hz, Mx = 27%, My = 0% 
 
Figura 4.72 - 3° modo di vibrare, struttura e masse aggiunte - f = 14,41 Hz, Mx = 1%, My = 4% 
 
Figura 4.73 - 4° modo di vibrare, struttura e masse aggiunte - f = 15,51 Hz, Mx = 10%, My = 0%    Capitolo 4 – La modellazione numerica dell’interazione bacino-struttura                                     273 
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Figura 4.74 - 5° modo di vibrare, struttura e masse aggiunte - f = 21,89 Hz, Mx = 26%, My = 0% 
 
Figura 4.75 - 6° modo di vibrare, struttura e masse aggiunte - f = 27,59 Hz, Mx = 1%, My = 0%  Nelle tabelle successive si riepilogano i dati relativi ai modi di vibrare delle due analisi modali alle quali si riferiscono le precedenti immagini:  
VIBRAZIONI LIBERE – SOLO STRUTTURA 
MODO DI VIBRARE MASSA PARTECIPANTE 
n° MODO f   [Hz] T   [s] Mx   [%] My   [%] 
1 5,31 0,19 40 2 
2 11,68 0,09 28 0 
3 14,67 0,07 3 57 
4 19,69 0,05 9 3 
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5 28,57 0,04 6 0 
6 31,71 0,03 0 10  
Tabella 4.13 - Modi di vibrare relativi all'analisi modale della sola struttura - Caso studio 2  
VIBRAZIONI LIBERE – STRUTTURA e MASSE AGGIUNTE 
MODO DI VIBRARE MASSA PARTECIPANTE 
n° MODO f   [Hz] T   [s] Mx   [%] My   [%] 
1 4,08 0,25 47 1 
2 9,27 0,11 27 0 
3 14,42 0,07 1 4 
4 15,51 0,06 10 0 
5 21,89 0,05 26 0 
6 27,59 0,04 1 0  
Tabella 4.14 - Modi di vibrare relativi all'analisi modale della struttura con masse aggiunte - 
Caso studio 2 Dal dato massa partecipante in direzione orizzontale, l’unica in cui, per il caso di masse d’acqua partecipanti al moto, agisce l’inerzia delle masse stesse, si nota una netta dominanza del primo modo di vibrare della struttura. Questo infatti, dalla deformata che ricorda quella di una mensola, è il periodo che viene stimato dalla formula (4.18) per la sola struttura.  Si confrontano di seguito i risultati ottenuti con la formula e con l’analisi modale nel caso di sola struttura:  
CASO STUDIO 2 
PERIODO STRUTTURA 
da FORMULA 
PERIODO STUTTURA 
 da ANALISI MODALE Ts, formula   [s] Ts, an.modale   [s] 0,198 0,188 
 
Tabella 4.15 - Periodi di 1° modo della struttura da formula e da analisi modale - Caso studio 2 Si nota quindi che la formula (4.18) stima con un’approssimazione inferiore al 5% il valore effettivo del periodo di primo modo della sola struttura.   
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4.4.5.2 Analisi Time-History parametrica nel periodo T della forzante Si esegue ora una analisi di tipo Time-History, utilizzando ancora come forzante quella della relazione (4.17), cioè un’accelerazione con andamento 
sinusoidale nel tempo; stavolta però si esegue un’analisi di tipo parametrico, facendo variare il periodo T dell’accelerazione forzante in un’intorno dei valori di periodo di primo modo stimati dalle analisi precedenti e dalle formule (4.18) e (4.19), includendo quindi nell’intervallo di analisi anche un valore di periodo pari a quello del solo bacino. L’analisi è stata eseguita per un intervallo da 0s a 15s, con step temporale Δt di 0,025s.  Si riportano intanto i valori del periodo della struttura e del bacino stimato con le formule (4.18) e (4.19):  
CASO STUDIO 2 
PERIODO BACINO PERIODO STUTTURA Tb   [s] Ts   [s] 0,235 0,198 
 
Tabella 4.16 - Periodi di struttura e bacino valutati con le formule (4.18) e (4.19) - Caso studio 2 Valutando i valori dei periodi appena tabellati e quelli di primo modo ottenuti al precedente paragrafo, si è scelto di far variare il periodo T della forzante tra 0,11s e 0,26s, con uno step ΔT=0,0025s.  Diagrammando la risposta in termini di valore massimo della pressione idrodinamica in corrispondenza del paramento di monte in funzione del periodo T della forzante sismica si ottiene il seguente grafico:  
 
Figura 4.76 - Grafico della pressione idrodinamica massima sul paramento di monte in funzione 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Si può notare dal diagramma precedente una netta amplificazione della risposta del sistema in termini di valore massimo della pressione idrodinamica sul paramento di monte del corpo diga in corrispondenza di un periodo della forzante pari a T = 0,26s. Questo valore risulta prossimo a quello valutato attraverso l’analisi modale della struttura con masse di acqua aggiunte (v. tabella 4.2). Si ha quindi una chiara risonanza della risposta del sistema in presenza di valore del periodo della forzante che si avvicina a quello del primo modo di vibrare calcolato dall’analisi modale con masse aggiunte.  Diagrammando poi l’andamento della pressione idrodinamica sul paramento di monte del corpo diga per vari valori del periodo della forzante, si ottiene che il valore massimo della stessa si presenta ancora in corrispondenza del piede del paramento di monte, come suggerito dalle teorie analitiche classiche. Ciò sta ad indicare una influenza contenuta nella risoluzione numerica del modello da parte della deformabilità della diga, almeno per quanto riguarda la tipologia di forzante analizzata, e quindi una contenuta interazione tra bacino e struttura, fenomeno che le formulazioni teoriche per la valutazione della pressione idrodinamica non riescono comunque a cogliere. Un esempio di quanto appena detto è riportato nella figura seguente, per valori del periodo T pari a 0,25s, 0,26s e 0,27s e all’istante t=0,75s (in modo da poter raffrontare il risultato con quello precedentemente ottenuto alla figura 4.13):  
 
Figura 4.77 - Andamento della pressione idrodinamica sul paramento di monte per vari valori 
del periodo T della forzante - istante t=0,75s (Caso studio 2)    Capitolo 4 – La modellazione numerica dell’interazione bacino-struttura                                     277 
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4.4.5.3 Analisi Time-History parametrica nel periodo T della forzante e 
al variare del livello d’invaso Hw Al paragrafo precedente abbiamo sperimentato la presenza di una netta frequenza di risonanza all’approssimarsi del periodo della forzante al periodo di primo modo di vibrare della struttura valutato da analisi modale con metodo delle masse aggiunte. È stato così verificato che la risonanza è possibile e presente al verificarsi della suddetta situazione, come era atteso, nonostante gli studi teorici la escludano.  Cerchiamo adesso di capire che cosa cambia nella risposta del sistema quando si va a far variare il livello d’invaso, cioè a variare la quota del pelo libero del bacino Hw, procedendo come per il Caso Studio 1.  Si vanno perciò a ripetere analisi time-history nell’intervallo di tempo da 0s a 15s, con step temporale Δt di 0,025s, parametriche nel valore del periodo T della forzante (variabile ancora nell’intervallo tra 0,11s e 0,26s, con step 
ΔT=0,0025s), ma stavolta variando la geometria del modello riguardo al valore dell’altezza d’invaso del bacino Hw. Si riassumono di seguito i diagrammi del valore massimo della pressione sul paramento di monte della diga al variare del periodo T della forzante per ciascuno dei valori di Hw per i quali è stata eseguita l’analisi:  
− Caso Hw = 57m 
 
Figura 4.78 - Grafico della pressione idrodinamica massima sul paramento di monte in funzione 
del periodo T della forzante per Hw = 57m 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Si evidenziano due marcati periodi di risonanza differenti, uno nelle vicinanze del periodo del bacino, valutato con la formula (4.18), l’altro in prossimità del periodo del primo modo di vibrare ottenuto dall’analisi modale con masse aggiunte, ripetuta con differente livello d’invaso. Ne riportiamo i valori nella seguente tabella, assieme a quelli mostrati nel grafico sopra:  
PERIODO DA FORMULE PERIODI DI ANALISI Tb   [s] Ts,an.modale   [s] Tb   [s] Ts   [s] 0,198 0,154 0,200 0,155 
 
Tabella 4.17 - Valori dei periodi da formule e da analisi parametrica con Hw = 57m  
− Caso Hw = 15m 
 
Figura 4.79 - Grafico della pressione idrodinamica massima sul paramento di monte in funzione 
del periodo T della forzante per Hw = 15m  L’andamento riscontrato è analogo a quello del caso precedente, ma l’amplificazione in corrispondenza dei picchi si mostra meno marcata. Si riassumono i valori dei periodi di amplificazione di seguito:  
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PERIODO DA FORMULE PERIODI DI ANALISI Tb   [s] Ts,an.modale   [s] Tb   [s] Ts   [s] 0,041 0,198 0,050 0,190  
Tabella 4.18 - Valori dei periodi da formule e da analisi parametrica con Hw = 15m Nelle analisi eseguite con variazione del livello d’invaso, considerando anche il risultato dell’analisi al precedente §4.4.5.2, si notano quindi comportamenti disaccoppiati del serbatoio e della struttura, i quali già in partenza, tramite i valori dei periodi calcolati per il bacino con la formula (4.18) e per la struttura con l’analisi modale a masse aggiunte, erano distanti tra loro, contrariamente al caso di massimo riempimento, nel quale invece il comportamento dinamico di bacino e struttura era accoppiato. Si può ancora dedurre, come fatto col Caso Studio 1, che l’analisi con interazione permette di tenere in considerazione quindi anche una ulteriore condizione di risonanza, peraltro prevedibile con la formula (4.18) e confermata dal risultato numerico, ma sicuramente trascurata dall’analisi con masse aggiunte. 
4.4.5.4 Analisi Time-History parametrica nel periodo T della forzante e 
al variare del modulo elastico Analisi time-history strutturate come quelle al paragrafo precedente sono state eseguite sullo stesso modello di diga con massimo livello d’invaso, ma variando il modulo elastico del calcestruzzo. In termini di frequenze di risonanza esse hanno sempre mostrato un’unica risonanza, con variazioni del periodo di risonanza dal valore stimabile con l’analisi modale a masse aggiunte per E = 3,0∙106 MPa, fino a dare risonanza in corrispondenza del periodo dell’invaso stimato con la formula (4.18) al progressivo aumentare del modulo elastico stesso, cioè all’irrigidirsi del corpo diga. Questo risultato ci porta a dire che il fenomeno è principalmente governato dal fattore altezza e, come per il precedente Caso Studio 1, si riepilogano nella seguente tabella i risultati delle analisi parametriche con variazione del modulo elastico in termini di periodi di risonanza evidenziati nella risposta del sistema: 
DATI MODELLO PERIODO BACINO DA FORMULA 
PERIODO STRUTTURA DA AN. MODALE CON MASSE PERIODO DA MODELLO 
Hstrutt  
[m] 
Hw  
[m] 
Eel  
[MPa] 
Tb=4Hw/c  [s]  Tan.MOD CON MASSE  [s]  Tris.strutt.  [s]  90 87 3,00E+4 0,235 0,198 0,260 5,00E+4 0,153 0,240 
1,00E+5 0,108 0,235 
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4.4.5.5 Analisi Time-History con accelerogramma reale Studiati i limiti delle formulazioni teoriche, si intende capire se nella realtà esse siano comunque affidabili o se sia necessaria una analisi con interazione per non rischiare di trascurare, in fase di progetto e/o di verifica, situazioni pericolose per la sicurezza della struttura in termini di stabilità.  Si esegue a tal fine una analisi di tipo time-history, inserendo però come forzante alla base del corpo diga una storia di accelerazioni realmente misurata, ovvero l’accelerogramma relativo al sisma del 21 giugno 2013 rilevato presso la stazione di Fivizzano (LU) (codice stazione: FIVI). La stazione è sita sempre in Garfagnana, perciò si tratta di un sisma che la struttura ha realmente subito ed è lo stesso accelerogramma che è stato applicato al Caso Studio 1. Se ne riporta nuovamente l’andamento nel tempo, rappresentato in figura 4.35:  
  L’analisi è stata condotta nell’intervallo temporale da 0s a 14s, con step temporale Δt pari a 0,025s, e si è valutata la risposta al sisma della struttura, sia come andamento nel tempo, che come contenuto in frequenza, attraverso i valori di accelerazione e di pressione idrodinamica di alcuni punti sul paramento di monte e attraverso i valori del taglio alla base, il quale rappresenta la risultante delle pressioni idrodinamiche a livello della base d’appoggio della struttura sulla fondazione.  Il confronto nel campo delle frequenze è stato possibile previa analisi FFT (Fast 
Fourier Transform) del contenuto della risposta nel dominio del tempo. 
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− Punto di controllo di coordinate (0;1m) sul paramento di monte  Risposta in termini di accelerazione - nel tempo: 
 
Figura 4.80 - Risposta in accelerazione nel tempo del punto di controllo di coordinate (0,1m) 
(Caso studio 2) 
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Figura 4.81 - Risposta in accelerazione nel campo delle frequenze  del punto di controllo di 
coordinate (0,1m) (Caso studio 2) Risposta in termini di pressione  - nel tempo: 
 
Figura 4.82 - Risposta in pressione nel tempo del punto di controllo di coordinate (0,1m) (Caso 
studio 2)   
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Figura 4.83 - Risposta in pressione nel campo delle frequenze  del punto di controllo di 
coordinate (0,1m) (Caso studio 2)  
− Punto di controllo di coordinate (0;45m) sul paramento di monte  Risposta in termini di accelerazione - nel tempo: 
  
Figura 4.84 - Risposta in accelerazione nel tempo del punto di controllo di coordinate (0,45m) 
(Caso studio 2)  
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Figura 4.85 - Risposta in accelerazione nel campo delle frequenze  del punto di controllo di 
coordinate (0,45m) (Caso studio 2)  Risposta in termini di pressione - nel tempo:  
  
Figura 4.86 - Risposta in pressione nel tempo del punto di controllo di coordinate (0,45m) (Caso 
studio 2)  
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Figura 4.87 - Risposta in pressione nel campo delle frequenze  del punto di controllo di 
coordinate (0,45m) (Caso studio 2)  
− Punto di controllo di coordinate (0;90m) sul paramento di monte  Risposta in termini di accelerazione - nel tempo: 
 
Figura 4.88 - Risposta in accelerazione nel tempo del punto di controllo di coordinate (0,90m) 
(Caso studio 2)  
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Figura 4.89 - Risposta in accelerazione nel campo delle frequenze  del punto di controllo di 
coordinate (0,90m) (Caso studio 2)  Si passa alla risposta in termini di taglio risultante alla base:  - nel tempo: 
  
Figura 4.90 - Risposta in termini di taglio alla base nel tempo (Caso studio 2)  
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Figura 4.91 - Risposta in termini di taglio alla base nel campo delle frequenze (Caso studio 2)  Si riepilogano nelle tabelle seguenti i valori delle frequenze e dei corrispondenti periodi di amplificazione della risposta del sistema nei confronti della frequenza di massima amplificazione sismica:   MAX 
AMPLIFICAZIONE 
ACCELEROGRAMMA 
MAX AMPLIFICAZIONE 
ACCELERAZIONE 
MAX 
AMPLIFICAZIONE 
PRESSIONE 
PUNTO f [Hz] T [s] f [Hz] T [s] f [Hz] T [s] 
(0;1m) 3,60 0,278 5,40 0,185 3,80 0,263 
(0;45) 3,60 0,278 3,80 0,263 3,80 0,263 
(0;90m) 3,60 0,278 3,80 0,263 \ \ Taglio alla base 3,60 0,278 3,80 0,263   MAX AMPLIFICAZIONE TAGLIO ALLA BASE 
 
Tabella 4.20 - Riepilogo delle frequenze di massima amplificazione della risposta per il caso 
studio 2 Dall’analisi dei risultati si ottiene che la massima amplificazione dell’azione sismica, valutata con un accelerogramma misurato e che la struttura ha realmente subito, si ha ancora in corrispondenza di un valore di periodo molto prossimo al valore di risonanza ottenuto dalle analisi su modello con interazione. Tale valore risulta inoltre molto vicino al valore del periodi di vibrazione del solo serbatoio, stimato con la formula (4.19). Parrebbe quindi che, almeno per il    Capitolo 4 – La modellazione numerica dell’interazione bacino-struttura                                     288 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  caso del sisma in esame, il comportamento della struttura sia descritto in maniera più completa da analisi su modello con interazione, il quale permette di descrivere l’amplificazione nella risposta della struttura per periodi di lavoro del sistema proprio prossimi a quelli del serbatoio, fenomeno trascurato dalle analisi su modelli con masse aggiunte.  
4.4.5.6 Analisi Time-History con accelerogramma reale su modello a 
masse concentrate alla Westergaard Un completamento del confronto tra i risultati ottenibili da analisi su modelli che considerino l’interazione rispetto ad analisi secondo metodi analitici semplificati è conseguibile sottoponendo alla medesima analisi time-history con accelerogramma misurato il modello a masse concentrate, lo stesso del quale sono riportati i risultati dell’analisi modale al §4.4.5.1. Assunte le stesse impostazioni per quanto riguarda la conduzione dell’analisi, si passa direttamente all’esposizione dei risultati in termini di accelerazione dei 
punti di controllo di coordinate (0;1m), (0;45m) e (0;90m) e di taglio risultante alla base del solido diga. Non è possibile eseguire un valutazione della risposta in termini di pressioni idrodinamiche in quanto il modello non raffigura anche il dominio fluido, come insito nella sua natura, e a ciò supplisce il confronto sul tagliante alla base, indice della risultante delle pressioni idrodinamiche alla base del corpo diga. 
− Punto di controllo di coordinate (0;1m) sul paramento di monte  Risposta in termini di accelerazione - nel tempo: 
 
Figura 4.92 - Risposta in accelerazione nel tempo del punto di controllo di coordinate (0,1m) - 
Modello a masse concentrate (Caso studio 2) 
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Figura 4.93 - Risposta in accelerazione nel campo delle frequenze del punto di controllo di 
coordinate (0,1m) - Modello a masse concentrate (Caso studio 2)  
− Punto di controllo di coordinate (0;45m) sul paramento di monte  Risposta in termini di accelerazione - nel tempo: 
 
Figura 4.94 - Risposta in accelerazione nel tempo del punto di controllo di coordinate (0,45m) - 
Modello a masse concentrate (Caso studio 2)  
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Figura 4.95 - Risposta in accelerazione nel campo delle frequenze del punto di controllo di 
coordinate (0,45m) - Modello a masse concentrate (Caso studio 2)  
− Punto di controllo di coordinate (0;90m) sul paramento di monte  Risposta in termini di accelerazione - nel tempo: 
 
Figura 4.96 - Risposta in accelerazione nel tempo del punto di controllo di coordinate (0,90m) - 
Modello a masse concentrate (Caso studio 2) 
-3,00E+03
-2,00E+03
-1,00E+03
0,00E+00
1,00E+03
2,00E+03
3,00E+03
0 2 4 6 8 10 12 14
   Capitolo 4 – La modellazione numerica dell’interazione bacino-struttura                                     291 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  - nel campo delle frequenze: 
 
Figura 4.97 - Risposta in accelerazione nel campo delle frequenze del punto di controllo di 
coordinate (0,90m) - Modello a masse concentrate (Caso studio 2)   Si passa alla risposta in termini di taglio risultante alla base:  - nel tempo: 
 
Figura 4.98 - Risposta in termini di taglio alla base nel tempo - Modello a masse concentrate 
(Caso studio 2)   
-6,00E+09
-4,00E+09
-2,00E+09
0,00E+00
2,00E+09
4,00E+09
6,00E+09
0 2 4 6 8 10 12 14
   Capitolo 4 – La modellazione numerica dell’interazione bacino-struttura                                     292 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  - nel campo delle frequenze: 
 
Figura 4.99 - Risposta in termini di taglio alla base nel campo delle frequenze - Modello a masse 
concentrate (Caso studio 2)  Si riepilogano nelle tabelle seguenti i valori delle frequenze e dei corrispondenti periodi di amplificazione della risposta del sistema nei confronti della frequenza di massima amplificazione sismica:   MAX AMPLIFICAZIONE 
ACCELEROGRAMMA 
MAX AMPLIFICAZIONE 
ACCELERAZIONE 
PUNTO f [Hz] T [s] f [Hz] T [s] 
(0;1m) 3,60 0,278 5,30 0,188 
(0;45m) 3,60 0,278 5,30 0,188 
(0;90m) 3,60 0,278 5,30 0,188 Taglio alla base 3,60 0,278 5,30 0,188  MAX AMPLIFICAZIONE TAGLIO ALLA BASE 
Tabella 4.21 - Riepilogo delle frequenze di massima amplificazione della risposta per il modello 
a masse concentrate (caso studio 2)  Confrontando questi risultati con quelli ottenuti dall’analisi time-history con accelerogramma del paragrafo precedente, eseguita su modello con interazione bacino-struttura, si può evincere che l’analisi con masse aggiunte offre valori di amplificazione comparabili con quelli ottenuti dall’analisi con interazione, specie se si confronta il contenuto nel tempo della risposta in termini di taglio risultante alla base. Questa analisi evidenzia inoltre, dalla valutazione tramite FFT del contenuto in frequenza della risposta (sempre in termini degli stessi 
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4.4.5.7 Riepilogo dei risultati delle analisi e conclusioni Si riepilogano di seguito i risultati delle analisi time-history con forzante sinusoidale al variare del parametro periodo T della forzante, eseguite su modelli con varie altezze d’invaso: 
DATI STRUTTURA PERIODI STIMATI 
CON FORMULE PERIODI DA ANALISI PARAMETRICHE 
Hstrutt  [m] Hw  [m] Eel  [MPa] Ts [s] Tb [s] Ts [s] Tb [s] 
90 
87 
3,0∙106 0,198 
0,235 0,260 0,260 
57 0,154 0,200 0,155 
15 0,041 0,190 0,050  
PERIODI DA ANALISI 
MODALI  
Ts,anal.MODALE  
[s] 
Tan.MOD CON MASSE  
[s] 
ΔT=Tan.mod CON MASSE -Ts an.PARAM 
[s] 
ΔT=Tb, an.PARAM. –Tb FORMULA 
[s] 
0,0903 
0,2453 0,015 0,025 
0,1954 0,005 0,001 
0,1885 0,002 0,009  
Tabella 4.22 - Riepilogo dei valori di periodo definiti con le varie analisi con forzante sinusoidale 
(Caso studio 2) Come già evidenziato, si ottiene che le analisi time-history su modello con interazione ripropongono, anche al variare del livello d’invaso, una risonanza in corrispondenza del valore di periodo relativo al primo modo di vibrare della struttura ottenibile dall’analisi a masse concentrate (errore sempre entro il 2%), ma mettono anche in evidenza l’ulteriore fenomeno di risonanza in corrispondenza del periodo di vibrare del bacino, con un valore di tale periodo che si avvicina anch’esso a quello calcolabile con la formula approssimata (4.19) (errore massimo del 2% circa). La modellazione con interazione offre quindi il vantaggio di cogliere con una modellazione unica tutti i possibili rischi in termini di amplificazione della risposta della struttura eccitata da forzante sinusoidale.  Per il caso studio 2 l’analisi con interazione è fondamentale per non rischiare di perdere una parte del possibile comportamento in presenza di un sisma con accelerogramma qualsiasi; inoltre, questa offre come frequenza di risonanza un valore prossimo a quello del primo modo di vibrare della struttura con masse aggiunte, fatto che avvalora la convergenza tra i due metodi, almeno per il caso relativo l’accelerogramma applicato e per quanto riguarda il comportamento dinamico dell’insieme struttura-bacino.     Capitolo 4 – La modellazione numerica dell’interazione bacino-struttura                                     294 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  Il confronto tra le amplificazioni nel dominio del tempo dei parametri diagrammati, in particolare per il taglio alla base, fornisce valori massimi di amplificazione confrontabili (in entrambi i casi Vmax,base = 4,5∙106 kN) per le analisi time-history su modelli con interazioen e a masse concentrate. Inoltre entrambi mostrano un contenuto in frequenza che è massimo proprio in corrispondenza del periodo del primo modo di vibrare ricavato dall’analisi modale sul modello a masse concentrate stesso, ma anche delle frequenza di amplificazione massima del sisma (v.figura 4.36).  In conclusione, per la diga oggetto del Caso Studio 2 i risultati delle analisi sono sostanzialmente concordi e si completano: da un lato l’analisi con interazione mette in evidenza la presenza di un ulteriore intervallo di frequenze, prossime a quella di risonanza del solo bacino, in prossimità del quale è necessario porre particolare attenzione e il quale non sarebbe messo in evidenza senza un’analisi che modelli anche il dominio fluido e l’interazione di esso col corpo diga. D’altro canto entrambe le tipologie di analisi riportano valori comparabili di amplificazione della risposta, fenomeno legato al fatto che il contenuto massimo in frequenza dell’accelerogramma in input sia proprio in prossimità del valore del periodo caratteristico della struttura.                           Capitolo 4 – La modellazione numerica dell’interazione bacino-struttura                                     295 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi   
4.5 Bibliografia Capitolo 4 [1] COMSOL, Comsol Multiphysics – Acoustics Module User’s Guide, 2013 [2] H. M. Westergaard, “Water Pressures on Dams During Earthquakes”, ASCE,        Vol. 98, 418-433 (1933) [3] C. N. Zangar, “Hydrodynamic Pressures on Dam due to Horizontal Earthquake  
      Effects”, Proc. Soc. Exper. Stress Analysis, Vol. 10, No. 2 (1953) [4] G. Fenves, A. K. Chopra, “Simplified Analysis for Earthquake Resistant Design 
      of Concreate Gravity Dam”, Report no. UBC/EERC-85/10, Earthquake        Engineering Research Center, University of California, Berkeley, California        (1986) [5] ANIDEL, Le dighe di ritenuta degli impianti idroelettrici italiane - volume 
      primo: Tecnica delle dighe di ritenuta in Italia, 1961, p.899                
   Capitolo 4 – La modellazione numerica dell’interazione bacino-struttura                                     296 
                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi   
Conclusioni  In questo lavoro il problema è stato affrontato a partire dalla teoria che offre soluzioni analitiche, oggi alla base delle indicazioni normative internazionali. Successivamente è stata eseguita la valutazione dell’interazione fluido-struttura, utilizzando l’approccio acustico per la modellazione del bacino di invaso. I risultati, validati sulla base della teoria, hanno consentito di apprezzare gli effetti dell’interazione anche al di fuori delle ipotesi restrittive assunte dalla trattazione analitica e hanno fornito interessanti informazioni in merito alle proprietà del comportamento dinamico del sistema. In particolare, il modello soggetto a forzante sinusoidale ha mostrato risultati in termini di spinta idrodinamica in buon accordo con quelli forniti dal metodo delle masse aggiunte, derivante dalla teoria di Westergaard, e dalla teoria classica di Zangar, nell’ipotesi in cui il periodo della forzante è lontano da quello della struttura con totale riempimento del bacino. Ciò nonostante, per diversi livelli di invaso, l’analisi numerica mostra la presenza di due diverse frequenze di picco relative alla struttura e al bacino. Le frequenze di picco sono facilmente apprezzabili a priori attraverso le formule empiriche diffuse in letteratura. Si osserva che il periodo caratteristico della struttura non coincide con quello del solo manufatto, ma corrisponde a quello che può essere calcolato attraverso il modello con masse aggiunte, a dimostrazione del fatto che quest’ultimo riesce a descrivere in maniera efficiente il comportamento dinamico della struttura in presenza di invaso. La modellazione applicata a due casi studio mostra queste evidenze e consente di apprezzare la diversa collocazione delle frequenze caratteristiche della struttura in relazione a quelle del bacino. La simulazione sismica dell’interazione bacino-struttura in presenza di un accelerogramma alla base effettivamente registrato è stata condotta sui due casi studio. La risposta in termini di taglio alla base è stata confrontata con quella ottenuta da simulazioni sismiche eseguite sui rispettivi modelli con masse aggiunte. Nei due casi il confronto ha fornito esiti diversi, cosa che non esclude la necessità di effettuare un tipo di schematizzazione a vantaggio dell’altro. In conclusione, nell’impossibilità di effettuare previsioni relative al contenuto in frequenza del sisma atteso, i metodi semplificati raccomandati dai codici normativi non sempre risultano a vantaggio della sicurezza. Possibili sviluppi di ricerca futuri consistono nel riproporre le modellazioni proposte in questo lavoro attraverso simulazioni numeriche con elementi fluidi 
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                                                  Il calcolo sismico delle dighe a gravità: problemi di interazione bacino-struttura                          Tesi di Laurea Magistrale – Lorenzo Mainardi  per cercare di saggiare i possibili criteri di convergenza tra i due approcci. Inoltre appare interessante introdurre nelle modellazioni presentate condizioni che tengano conto di fonti di smorzamento di natura strutturale e dovute ai sedimenti presenti sul fondo del bacino, in modo da indagare eventuali variazioni nella risposta dinamica della struttura considerando anche tali fattori.          
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